à. ç. ðÒÏÈÏÒÏŒ^1

ëÏÍÐÁËÔÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

(ÌÅËÃÉÉ ÞÉÔÁÎÎÙÅ Œ éôüæ Œ ÍÁÅ { ÉÀÎÅ 2002 Ç.)

0. œŒÏÄÎÁÑ ÌÅËÃÉÑ 2 1. âÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ, ÄÉŒÉÚÏÒÙ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ 6 2. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ 10 3. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. 14 4. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ. 16 5. ëÏÄÁÉÒÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. 22 6. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÕÞËÉ. 27 7. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó ˇ = 0 30

1íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ ÉÍ. í. œ. ìÏÍÏÎÏÓÏŒÁ, ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ, ËÁÆÅÄÒÁ ŒÙÓÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ; http://mech.math.msu.su/department/algebra/staff/prokhorov/ e-mail: prokhoro@mech.math.msu.su

0. œŒÏÄÎÁÑ ÌÅËÃÉÑ

25 ÁÐÒÅÌÑ 2002

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉÍÏÅ (Ô.Å. ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ) ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ∪U_ff = X É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_ff : U_ff → ´_ff ÎÁ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ´_ff ⊂ C^n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ’_ff ∘ ’^{−1}_fi ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ Œ ÓŒÏÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ. äŒÕÍÅÒÎÏÅ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ. îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÓŒÑÚ- ÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

ðÒÉÍÅÒÙ

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f(x_0; : : : ; x_4) Œ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P^3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ X ⊂ P^n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f_i(x_0; : : : ; x_n), i = 1; : : : ; n − 2 ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ rk ( @f_i @x_j ) i=1;:::;n−2; j=0;:::;n

= n − 2:

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ (ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ).

ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ X ,→ P^n Œ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 0.1 (þÖÏÕ). ëÁÖÄÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ P^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÎÕÌÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i(x_0; : : : ; x_n), i = 1; : : : ; m (ÚÄÅÓØ m ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ, m ≥ n − dim X, ÎÏ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ m = n − dim X).

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, X ⊂ P^n { ÎÅÏÓÏÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Ô.Å. rk ( @f_i @x_j ) i=1;:::;m; j=0;:::;n

= n − dim X:

ìÀÂÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ô.Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ. üÔÏ ÕÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ C_1, C_2 { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ. éÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ C_1 × C_2 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. üÔÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ C_1 ,→ P^n É C_2 ,→ P^m { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ

P^n × P^m ,→ P^{(n+1)(m+1)−1} ;

(x_0 : · · · : x_n) × (y_0 : · · · : y_m) → (x_0y_0 : x_0y_1 : · · · : x_ny_m):

ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ C_1 × C_2 ,→ P^n × P^m ,→ P^{(n+1)(m+1)−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

æÁËÔÏÒÙ ÐÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ X ÓŒÏÂÏÄÎÏ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

(i) ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ X ÉÍÅÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_x ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ gU_x ∩ U_x = ∅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G, g ≠ 1; (ii) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ X ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ G-ÏÒÂÉÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_x ∋ x É U_y ∋ y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ gU_x ∩ U_y = ∅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G.

ôÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X=G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 0.2. ðÕÓÔØ ~ ⊂ C^n { ÐÏÌÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ, Ô.Å. ~ ≃ Z^{2n}. ôÏÇÄÁ T := C^n =~ { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÔÏÒÏÍ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ T ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÇÒÕÐÐÏŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T × T → T É T → T ŒÚÑ- ÔÉÑ ÓÕÍÍÙ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ, Ô.Å., T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ (ÓŒÑÚÎÏÊ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ.

ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÔÏÒÙ { ÜÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. ôÅÏÒÅÍÁ 0.3. ìÀÂÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÓŒÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÔÏÒÏÍ.

œÙÞÉÓÌÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÔÏÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÊ n = 2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X = V=~ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ R^4 =Z^{4 diff}∼ S^1 × S^1 × S^1 × S^1. ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ëÀÎÎÅÔÁ

b_1(X) = b_0(S^1)b_1(S^1 × S^1 × S^1) + b_1(S^1)b_0(S^1 × S^1 × S^1) = b_1(S^1 × S^1 × S^1) + 1 = · · · = b_1(S^1) + 3 = 4;

b_2(X) = b_0(S^1)b_2(S^1 × S^1 × S^1) + b_1(S^1)b_1(S^1 × S^1 × S^1) + b_2(S^1)b_0(S^1 × S^1 × S^1) = b_2(S^1 × S^1 × S^1) + 3 = b_2(S^1 × S^1) + 2 + 3 = b_1(S^1)^2 + 2 + 3 = 6:

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

ı_1(X) ≃ H_1(X; Z) ≃ ~:

ïÔÓÀÄÁ H^1(X; Z) ≃ Hom(ı_1(X); Z) ≃ ~^∨; H^r(X; Z) ≃ ∧^r(~^∨):

ðÒÉÍÅÒ 0.4. ðÕÓÔØ W = C^2 \ {0} É ÐÕÓÔØ – ∈ (0; 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G = Z ÎÁ W ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(z_1; z_2) −→ (–^mz_1; –^mz_2); m ∈ Z:

æÁËÔÏÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X := W=G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ èÏÐÆÁ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ X ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÁ S^1 × S^3.

æÁËÔÏÒÙ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ

ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ W . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W=G ÏÔÄÅÌÉÍÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÓÉ- ÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ w_1; : : : ; w_n ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

(i) ÄÅÊÓÔŒÉÅ G Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÌÉÎÅÊÎÏ;

(ii) ËÏÌØÃÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ: C [w_1 ; : : : ; w_n]^G ≃ C [v_1 ; : : : ; v_n].

ôÏÇÄÁ v_1; : : : ; v_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ı(P ). ðÏÜÔÏÍÕ W=G ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 0.5 (óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ ËÒÉŒÏÊ). ðÕÓÔØ C { ËÒÉŒÁÑ, W = C × C É G = Z_2 ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÁ W ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. æÁËÔÏÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ W=G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ C.

ðÏÌÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

þÅÒÅÚ M(X) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅ (ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ) ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. åÓÌÉ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ, Ô.Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó P^n. ðÏÜÔÏÍÕ tr deg M(X) = dim X Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 0.6. ðÏÌÅ M(X) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ É tr deg M(X) ≤ dim X

þÉÓÌÏ a(X) := tr deg M(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ X.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ

îÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÐÏÍÉÍÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ: ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÅÈÁÕÓ- ÄÏŒÆÏŒÁ.

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

: X P^m; (z_1; : : : ; z_n) → (f_0(z_1; : : : ; z_n); : : : ; f_m(z_1; : : : ; z_n));

ÇÄÅ z_1; : : : ; z_n { ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á f_i { ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ. ïÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 0.7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^2 P^1, (x; y) → (x : y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. åÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ { ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 0.8. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ≥ 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f_i { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ f_0 = · · · = f_m = 0 É ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ≥ 2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 0.9. ìÀÂÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ C P^m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÙÍ.

çÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ (ÉÌÉ ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍ) ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_X ⊂ X É V_Y ⊂ V_Y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ _{X\VX} : X \ V_X → Y \ V_Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É Y ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ (ÉÌÉ ÂÉÍÅ- ÒÏÍÏÒÆÎÏ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ÉÌÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W É ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ : W → X É ffi: W → Y . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ Œ

ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_X ⊂ X É V_Y ⊂ V_Y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ffi ∘ ^{−1}_{X\VX} : X \ V_X → Y \ V_Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

âÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ (ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. üÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ŒÅÒÎÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

õ ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X É Y ÐÏÌÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ M(X) É M(Y ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. äÌÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ: ÐÏÌÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 0.10. ðÕÓÔØ X = P^1 × P^1 É Y = P^2. üÔÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ:

X \ (pt ×P^1) \ (P^1 × pt) ≃ P^2 \ (ÐÒÑÍÁÑ):

ïÄÎÁËÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ÏÎÉ ÄÁÖÅ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ) ÔÁË ËÁË ffl_{top}(X) = 3, Á ffl_{top}(Y ) = 4.

âÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏ- ÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ P^1 × P^1 ,→ P^3; (u_0; u_1) × (v_0; v_1) → (u_0v_0; u_0v_1; u_1v_0; u_1v_1):

åÇÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÉËÁ x_0x_3 = x_1x_2. óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ

ffl: X P^2; (x_0 : x_1 : x_2 : x_3) (x_1 : x_2 : x_3)

ÉÚ ÔÏÞËÉ P = (1 : 0 : 0 : 0) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ {x_0 = 0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ffl ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ P . ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÄŒÕÈ ÔÏÞËÁÈ { ÏÂÒÁÚÁÈ ÐÒÑÍÙÈ {x_3 = x_1 = 0} É {x_3 = x_2 = 0}, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÍÅÎÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÉ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ (ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ. ëÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏŒ- ÎÙÈ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÐÏÌÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ M(X). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ tr deg M(X), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØÀ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a(X). äÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÜÔÏÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a(X) = 0; 1; 2.

äÒÕÇÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ : X Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ X ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |_{X\V} { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÔÌÉ ‚ ÍÙ ÎÁ- ÈÏÄÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÎÕÀ ÅÊ ÐÅÔÌÀ ‚^′, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ V . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ (‚^′) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ‚^′. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

∗ : ı_1(X) −→ ı_1(Y ):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

−^1_∗ : ı_1(Y ) −→ ı_1(X);

ÔÁË ÞÔÏ ı_1(X) ≃ ı_1(Y ).

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÕÁÎËÁÒÅ H_1(X; Z) ≃ ı_1(X)=[ı_1(X); ı_1(X)]. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÐÅÒŒÏÅ ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ

b_1 := rk H^1(X; Z) = dim H^1(X; R):

òÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ: X = C^2 É P { ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. òÁÚÄÕÔÉÅÍ X Œ P ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff : ~X → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ~X ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ C^2_{x;y} ×P^1_{u;v} ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ xv = yu, Á ff { ÐÒÏÅËÃÉÑ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÙ:

(i) E := ff^{−1}(P ) ≃ P^1, ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ;

(ii) ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ~X \ E.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. œÙÂÅÒÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ P ∈ X, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÄÉÓËÕ ´ ⊂ C^2 . íÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÄÉÓËÁ ~´ → ´. úÁÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÎÁ ~´. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏŒÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ~X É ÐÒÏÅËÃÉÀ ~X → X. îÁÚÏŒÅÍ ~X → X ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ X Œ ÔÏÞËÅ P . òÁÚÄÕÔÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÉÐÉÞÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ L ÎÁ X ÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ff^{−1}(L \ P ). îÅ- ÓÌÏÖÎÏ ÐÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ X ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÎÁ ~X

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏŒÏÊ. üÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ. ëÁË É ŒÙÛÅ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÍ ÒÁÚÄÕÔÉÅ C^n Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ~C^n ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ C^n_{x1 ;:::;xn} × P^{n−1}_{y1;:::;yn} ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_iy_j = x_j y_i, 1 ≤ i; j ≤ n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÔÏÞËÅ. îÅ- ÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ: ÅÓÌÉ ff : ~W → W ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ Œ ÔÏÞËÅ P É X ⊂ W { ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ P , ÔÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ~X ⊂ ~W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ- ÄÕÔÉÅÍ X Œ ÔÏÞËÅ P . ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

ïÐÉÛÅÍ ËÁË ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÒÉ ÒÁÚÄÕÔÉÉ ÔÏÞËÉ. ðÕÓÔØ ff : ~X → X { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P ∈ X É ÐÕÓÔØ E := ff^{−1}(P ) { ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ P É ÐÏÌÏÖÉÍ ~U := ff^{−1}(U), Á ÔÁËÖÅ V := X \ {P } É ~V := ~X \ E. éÍÅÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ-œØÅÔÏÒÉÓÁ

H^1(U ∩ V ) −−−−→ H^2(X) −−−−→ H^2(U) ⊕ H^2(V ) −−−−→ H^2(U ∩ V ) ‖ ‖_{œ∗} ‖ ‖ H^1( ~U ∩ ~V ) −−−−→ H^2( ~X) −−−−→ H^2( ~U ) ⊕ H^2( ~V ) −−−−→ H^2( ~U ∩ ~V )

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff^∗ : H^2(X) → H^2( ~X) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ H^2( ~X) ≃ H^2(X) ⊕ H^2(E). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÍÅÅÍ H^1( ~X) ≃ H^1(X).

1. âÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ, ÄÉŒÉÚÏÒÙ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ

20 ÍÁÑ 2002

óÔÒÕËÔÕÒÁ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

ðÕÓÔØ : X → Y { ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ^{−1}(P ), P ∈ Y ÓŒÑÚÅÎ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1. ëÒÉŒÙÅ ^{−1}(P ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ ÉÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. ìÀÂÏÊ ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ : X → Y ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÒÁÚÄÕÔÉÊ ÔÏÞÅË:

: X = Y_n^{œn}−→ Y_{n−1} · · · Y_1^{œ1}−→ Y_0 = Y:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.2. ìÀÂÏÊ ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ : X Y

ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÒÁÚÄÕÔÉÊ ÔÏÞÅË É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ:

: X = Y_n^{œn}−→ Y_{n−1} · · · Y_{m−1}^{œm−1}−→ Y_m^{œm}←− Y_{m+1} · · · Y_1^{œ1}←− Y_0 = Y:

ðÒÉÍÅÒ 1.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ëÒÅÍÏÎÙ

: P^2 P^2; (x : y : z) −→ (yz : xz : xy):

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÔÏÞËÁÈ (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) É (0 : 0 : 1). ôÁË ËÁË

2(x : y : z) = (x^2yz : xy^2z : xyz^2) = (x : y : z);

ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÚÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÏÂÏÉÈ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁÈ P^2.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ X → X^′ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X^′. ðÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉ- ËÁÃÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

äÉŒÉÚÏÒÙ

ðÕÓÔØ X { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÒÏÓÔÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ X ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 (Ô.Å. ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim X − 1). îÁ- ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ: V ≠ V_1 ∪ V_2, ÇÄÅ V_1; V_2 ≠ V . äÉŒÉÚÏ- ÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ: D = ∑ d_iD_i, d_i ∈ Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉŒÉÚÏÒÙ { ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Div(X), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÄÉ- ŒÉÚÏÒÁÍÉ. äÉŒÉÚÏÒ D = ∑ d_iD_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ (ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D ≥ 0), ÅÓÌÉ d_i ≥ 0.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ (f) = ∑ D_i ordDi (f)Di.

äÉŒÉÚÏÒÙ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D É D^′ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ { ÇÌÁŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ: D = D^′ + (f). ìÉÎÅÊÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D ∼ D^′. åÓÌÉ D ∼ D^′, ÔÏ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ D = D^′ + (f) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÒÕÇÁÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^′, ÔÏ f=f^′ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉ ÎÕÌÅÊ, ÎÉ ÐÏÌÀÓÏŒ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 −→ C^∗ −→ M(X)^∗ −→ Div(X) f −→ (f):

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ

ðÕÓÔØ D { ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ X. ðÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

|D| := {D^′ | D^′ ∼ D; D^′ ≥ 0}:

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, |D| := {D + (f) | f ∈ M(X)^∗; D + (f) ≥ 0}:

íÎÏÖÅÓÔŒÏ V := {f ∈ M(X)^∗ | D + (f) ≥ 0} ∪ {0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ M(X), Á ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÁ Ó ÅÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ:

P(V ) = |D|; f ∈ V \ {0} −→ D + (f) ∈ |D|:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |D| ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ËÏÇÄÁ |D| ≠ ∅). ìÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ⊂ |D|. ëÁÖÄÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

ðÒÉÍÅÒ 1.4. ðÕÓÔØ X = P^d. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ 1 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x_0; : : : ; x_d). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ ÎÁ P^d É ÆÁËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(x_0; : : : ; x_d) = g(x_0; : : : ; x_d)=h(x_0; : : : ; x_d) ÐÏ C^∗ . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ P^d ×P^r ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f(x_0; : : : ; x_d; y_0; : : : ; y_r) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÏ ÇÒÕÐÐÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_0; : : : ; x_d É y_0; : : : ; y_r.

âÁÚÉÓÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ŒÓÅÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÉÚ L:

Bs L := ⋂ D∈L Supp(D):

îÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W ⊂ Bs L ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim X − 1. üÔÏ { Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÂÝÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ D ∈ L.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.5. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ

(i) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ : X P^d ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ (X) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ;

(ii) d-ÍÅÒÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÂÅÚ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ L ÎÁ X Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ L ≃ P^d.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó Bs L. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Bs L = ∅.

ïÂSSÑÓÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : X P^d. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H = P^{d−1} Œ P^d ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ^∗H. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ

L = { ^∗H | H { ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ P^d}:

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ L ≃ P^d { d-ÍÅÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÅÚ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ðÕÓÔØ (P^d)^∨ { ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÅÇÏ ÔÏÞËÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ P^d. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

X (P^d)^∨; P → ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ Œ L ≃ P^d, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ P :

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P =∈ Bs L, ÔÏ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÞÅÒÅÚ P { ÏÄÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ Œ L ≃ P^d, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ P , { ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ L = P^d. åÓÌÉ ÖÅ P ∈ Bs L, ÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó L É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ P .

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ s_0; : : : ; s_d Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÅÞÅÎÉÊ V . ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: P −→ (s_0(P ) : · · · : s_d(P )):

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÏÊ L^′ ⊂ L ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÑ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ðÒÉÍÅÒ 1.6. ðÕÓÔØ X = P^2, Á |L| { ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ P^2. ôÏÇÄÁ dim |L| = 2 É Bs |L| = ∅. ðÏÜÔÏÍÕ |L| ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÍÏÒÆÉÚÍ) : X → P^2. ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ P ∈ X = P^2 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÐÒÑÍÕÀ {L ∈ |L| = P^{2∨} | P ∈ L}. ðÒÑÍÙÅ ÎÁ P^{2∨} ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P^2 = X. ðÏÜÔÏÍÕ { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1.7. ðÕÓÔØ X = P^1 ×P^1. ëÁË ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ÒÁÎÅÅ ÌÀÂÏÊ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ X ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f(x; y; u; v) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÏ x; y É ÐÏ u; v. ôÁËÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÉÍÅÅÔ ÂÉÓÔÅÐÅÎØ (d_1; d_2). úÄÅÓØ d_1 É d_2 { ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x; y É u; v, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äŒÁ ÔÁËÉÈ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ |D| ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ

ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (d_1; d_2), d_1; d_2 ∈ N. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Bs |D| = ∅: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ P = (x : y; u : v) ∈ P^1 × P^1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x; y; u; v) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ P . ðÏÜÔÏÍÕ |D| ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ

P^1 × P^1 −→ P^{(d1 +1)(d2 +1)−1};

(x : y; u : v) −→ (x^{d1} u^{d2} : x^{d1−1}yu^{d2} : · · · : y^{d1} uv^{d2 −1} : y^{d1} v^{d2} );

ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ óÅÇÒÅ.

ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÐÕÞËÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ∪U_ff = X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ D|_{Uff} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ: D|_{Uff} = (f_ff) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_ff ∈ M(U_ff). ðÒÉÞÅÍ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ f_ff=f_fi ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ U_ff ∩ U_fi . îÁ- ÂÏÒ (U_ff; f_ff) ÚÁÄÁÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÐÕÞËÁ M^∗=O^∗ ÐÕÞËÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ M^∗ ÐÏ ÐÕÞËÕ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÆÕÎËÃÉÊ O^∗. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Div(X) ≃ H^0(M^∗=O^∗).

ðÕÞÏË O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ É ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1. ëÁÖÄÏÍÕ ÄÉŒÉÚÏÒÕ D ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÏÄÐÕÞÏË O_X (D) ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÍÅÒÏÍÏÒÆ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ M(X):

O_X (D)(U) = {s ∈ M(X) | D|_U + (s)|_U ≥ 0}

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X. åÓÌÉ D ÎÁ U ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f = 0, ÇÄÅ f ∈ M(U), ÔÏ O_X (D)(U) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁË O_X (U)-ÍÏÄÕÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f^{−1}, Ô.Å. ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s ∈ O_X (D)(U) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ s = hf^{−1}, ÇÄÅ h { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ (U_ff; f_ff) { ÌÏËÁÌØÎÏ ÇÌÁŒÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÄÌÑ D, ÔÏ O_X (D) { ÐÏÄÐÕÞÏË M(X), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÁË O_X -ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ f^{−1}_ff ÎÁ U_ff. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÐÕÞËÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÐÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Pic(X). ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ðÉËÁÒÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Pic(X). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ

(Div(X)=∼) ,→ Pic(X):

äÁÄÉÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÜÔÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ L { ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ X = ∪U_ff ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ L|_{Uff} ≃ O_{Uff} . ôÏÇÄÁ L|_{Uff} ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f_ff, Á ÎÁ U_ff ∩ U_fi ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ g_{fffi} := f_fff^{−1}_fi . üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ïÎÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

g_{fffi} ∘ g_{fiff} = 1; g_{fffi} ∘ g_{fifl} ∘ g_{flff} = 1: (1)

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ g_{fffi} ∈ O^∗_X (U_ff ∩ U_fi) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË. åÓÌÉ ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ f^′_ff, ÔÏ f^′_ff = f_ffh_ff ÄÌÑ h_ff ∈ O^∗_X (U_ff). ôÏÇÄÁ ÎÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏ ÓÔÁÒÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ g^′_{fffi} = (h_ff=h_fi )g_{fffi} : (2)

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1) É (2) ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÐÕÞËÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ þÅÈÁ H^1(X; O^∗_X ). íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ

Pic(X) ≃ H^1(X; O^∗_X ):

äÁÌÅÅ, ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ

0 −→ O^∗_X −→ M^∗_X −→ M^∗_X =O^∗_X −→ 0

ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

H^0(M^∗_X ) −−−−→ H^0(M^∗_X =O^∗_X )^ffi−−−−→ H^1(O^∗_X ) ‖ ‖ ‖ ‖ Div(X) Pic(X)

ñÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ‹ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ÇÌÁŒÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ‹ ÎÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Div(X) = 0.

íÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ s ÐÕÞËÁ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ L ⊗_{OX} M(X). ïÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_ff ∈ M(U_ff) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ’_ff = g_{fffi} ’_fi . ëÁÖÄÏÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÉŒÉÚÏÒ D = (s), ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÂÒÁÔÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ: L ≃ O_X (D). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË, ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕ ‹. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ L = ‹(D), ÔÏ L ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ‹ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ X ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ g_{fffi} ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ).

ðÕÓÔØ ı : L → X { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X. ïÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ ∪U_ff = X É ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ’_ff : ı^{−1}(U_ff) −→ U_ff × C :

æÕÎËÃÉÉ g_{fffi} := ’_ff ∘ ’^{−1}_fi ; g_{fffi} : U_ff ∩ U_fi → C^∗

ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ïÎÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (1). ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Pic(X) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÕÞËÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÕÞÏË ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ O_X (L).

2. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ

27 ÍÁÑ 2002

ôÅÏÒÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ

ðÕÓÔØ X { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÎÁ X ËÁË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

Div X × Div(X) → Z; (D; G) → D · G

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄŒÕÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

(i) ÅÓÌÉ D ∼ D^′, ÔÏ D · G = D^′ · G ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ G;

(ii) ÅÓÌÉ D É G { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ, ÔÏ D·G = #D∩G.

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (Ô.Å. ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ) É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Pic(X) ≃ Div(X)=∼. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Pic(X) × Pic(X) → Z.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ ÄÉŒÉÚÏÒÙ D É G = ∑ g_iG_i ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ôÏÇÄÁ

D · G = ∑ P ∈Supp(D)∩Supp(G)

(D · G)_P ;

ÇÄÅ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (D ·G)_P ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f(x; y) ÄÉŒÉÚÏÒÁ D Œ P É ÐÕÓÔØ t { ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ G_i (Ô.Å. G_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ t → (x(t); y(t)) ŒÂÌÉÚÉ P ). ôÏÇÄÁ

(D · G_i)_P = ÐÏÒÑÄÏË ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x(t); y(t))Â (D · G)_P = ∑ g_i(D · G_i)_P :

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ (ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ) ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ C ⊂ X ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ É ÐÕÓÔØ L { ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X. éÍÅÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ËÒÉŒÏÊ, : ~C → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ~C ÎÅÏÓÏÂÁ É ( ~C) = C. ðÏÌÏÖÉÍ L · C := deg ^∗L:

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Pic(X) × Div(X) → X. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ L · D ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ G · D = O_X (G) · D.

îÁËÏÎÅÃ, ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 −→ Z −→ O_X^{exp}−→ O^∗_X −→ 1

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Pic(X) ≃ H^1(X; O^∗_X )^{c1}−→ H^2(X; Z): (3)

ôÏÇÄÁ ⌣-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ H^2(X; Z) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ Pic(X), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ) ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Div(X) → Pic(X) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 2.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ⊂ P^3 ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÑÍÁÑ L ⊂ X. œÙÞÉÓÌÉÍ ÉÎÄÅËÓ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ L^2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ X ∩ P^2 = L + C ÞÅÒÅÚ L. ôÏÇÄÁ ÄÉŒÉÚÏÒ L + C ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÌÀÂÏÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ H. ïÔÓÀÄÁ 1 = H · L = (L + C) · L = L^2 + C · L:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ C · L = d − 1 (ÔÁË ËÁË C { ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d − 1). ðÏÜÔÏÍÕ L^2 = 2 − d.

ðÒÉÍÅÒ 2.3. ðÕÓÔØ ff : ~P^2 → P^2 { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P ∈ P^2 É ÐÕÓÔØ E ⊂ ~P^2 { ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ. œÙÞÉÓÌÉÍ E^2. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÐÒÑÍÕÀ H ÞÅÒÅÚ P . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ C^2_{x;y} , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ P { ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ H = {x = 0}. ôÏÇÄÁ ~C^2 ⊂ ~P^2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ C^2_{x;y} × P^1_{u;v} ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ xv = yu. œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ff^∗H ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x = 0. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ff^∗H = ~H + E, ÇÄÅ ~H { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ H. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÒÉŒÙÅ E = {x = y = 0} É ~H = {x = u = 0} ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ( ~H + E) · E = 1 + E^2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÉŒÉÚÏÒ ff^∗H ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÐÏÌÎÏÍÕ ÐÒÏÏÂÒÁÚÕ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ P . ôÁË ËÁË ff^∗L ∩ E = ∅, ÔÏ

E^2 = ff^∗L · E − 1 = −1:

äŒÁ ÄÉŒÉÚÏÒÁ (ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ) D É D^′ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ D · C = D^′ · C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ C (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÈ ËÒÉŒÙÈ C). þÉÓÌÅÎÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D ≡ D^′. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ŒÌÅÞÅÔ ÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (3) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ

(Div(X)=≡) ,→ (Pic(X)=≡) ,→ (H^2(X; Z)= Tors);

ÇÄÅ Tors ⊂ H^2(X; Z) { ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÓÉÌÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ. ïÂÒÁÚ Pic(X) Œ H^2(X; Z) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ H^2(X; Z) ∩ H^{1;1}(X) Œ H^2(X; C ) (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÅÆÛÅÃÁ ÏÂ (1; 1)-ËÌÁÓÓÁÈ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÄÖÁ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ). åÓÌÉ X { ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ (Pic(X)=≡) ⊗ R ÉÍÅÅÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (1; ȷ − 1) (ÇÄÅ ȷ = ȷ(X) { ÞÉÓÌÏ ðÉËÁÒÁ X, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (Pic(X)=≡) ⊗ R).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 2.5. ðÕÓÔØ H { ÏÂÉÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X (Ô.Å. ÄÉŒÉÚÏÒ, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÁÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ nH ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ) É ÐÕÓÔØ D { ÄÉŒÉÚÏÒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ H · D = 0. ôÏÇÄÁ D^2 ≤ 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ D^2 = 0, ÔÏ D ≡ 0.

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ D^2 > 0. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÄÌÑ n ≫ 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ dim |nD| > 0 (ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ D · (D + nH) = D^2 > 0). ðÏÜÔÏÍÕ nD ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÔ ÏÂÉÌØÎÏÓÔÉ H É D · H = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.6. ôÅÏÒÅÍÁ èÏÄÖÁ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ (Pic(X)=≡) ⊗ R ÉÍÅÅÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (1; ȷ − 1), ÅÓÌÉ b_1(X) ÞÅÔÎÏ É (0; ȷ), ÅÓÌÉ b_1(X) ÎÅÞÅÔÎÏ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÉÎÄÅËÓÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ (= ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) : X → P^N ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÏÊ L ⊂ |D| ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ |D|. ôÏÇÄÁ D^2 = (deg (X))(deg );

ÇÄÅ deg { ÓÔÅÐÅÎØ (ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ) ÍÏÒÆÉÚÍÁ : X → (X). åÓÌÉ dim (X) < dim X(= 2), ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ deg = 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C ⊂ X { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ. ôÏÇÄÁ

D · C = (deg (C))(deg |_C ):

ìÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ı : X → B ÎÁ ÇÌÁÄËÕÀ ËÒÉŒÕÀ B (ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÂÁÚÏÊ), ÓÌÏÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ P^1.

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ı : X → B ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏËÒÙ- ÔÉÅ B = ∪U_i ÏÔËÒÙÔÙÍÉ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ ı^{−1}(U_i) ≃ U_i × P^1.

ìÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó ÂÁÚÏÊ P^1 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÙ (ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ) ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ðÒÉÍÅÒ 2.8. ðÕÓÔØ P^1 = U_0 ∪ U_∞, ÇÄÅ U_0 = {t ∈ P^1 | t ≠ ∞}, U_∞ = {t ∈ P^1 | t ≠ 0}, Á t { (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÎÁ P^1. ðÏÌÏÖÉÍ X = (P^1 × U_0) ∪ (P^1 × U_∞), ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ U_0 ∩ U_∞ ÔÏÞËÉ (x; t) ∈ P^1 × U_0 É (y; t) ∈ P^1 × U_∞ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ y = xt^n, n ≥ 0. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ F_n .

ðÒÉ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÉ P^1 × U_0 Ó P^1 × U_∞ ÓÅÞÅÎÉÅ (0) × U_0 ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Ó (0) × U_∞ É ÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ C_0, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (∞) × U_0 ÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ C_∞. ïÞÅŒÉÄÎÏ, C_0 ∩ C_∞ = ∅. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ y { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÎÁ P^1 Œ P^1 × U_∞, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÅÅ ÄÉŒÉÚÏÒ ÐÏÌÀÓÏŒ (y)_∞ ÒÁŒÅÎ C_∞, Á ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÕÌÅÊ (y)_0 ÒÁŒÅÎ (xt^n)_0 = C_0 + nF , ÇÄÅ F { ÓÌÏÊ. ïÔÓÀÄÁ C_∞ ∼ C_0 + nF É, ÔÁË ËÁË C_0 · F = C_∞ · F = 1, ÔÏ C^2_∞ = n É C^2_0 = −n. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ C_0 { ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ X = F_n , ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F_n É F_m ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÉ n ≠ m.

ôÁË ËÁË F_n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P^1 × U_0 ≃ P^1 × C^1 , ÔÏ ÌÉÎÅÊÞÁ- ÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó ÂÁÚÏÊ P^1 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÞÁÔÙÍÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ F_n .

éÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ

(−1)-ËÒÉŒÏÊ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ E ⊂ X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

(i) E ≃ P^1;

(ii) E^2 = −1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.9 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÁÓÔÅÌØÎÕÏŒÏ). ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ É ÐÕÓÔØ E ⊂ X { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Y É ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f_{X\E} : X \ E → Y \ {P } { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ Y (ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅ E);

(ii) E { (−1)-ËÒÉŒÁÑ.

íÏÒÆÉÚÍ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ ÔÏÞËÉ P .

œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → Y ⊂ P^N , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ |n(aH + bE)|, ÇÄÅ H { ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X, n ∈ N, n ≫ 0, Á ÞÉÓÌÁ a; b ∈ N ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (aH + bE) · E = 0.

íÏÒÆÉÚÍ f : X → Y , ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÒÁÚÄÕÔÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅÍ (−1)-ËÒÉŒÏÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.10. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ (−1)-ËÒÉŒÙÈ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.11. ìÀÂÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÊ (−1)-ËÒÉŒÙÈ

X −→ X_1 −→ · · · −→ X_n

ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÝÁÑÓÑ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X_n.

ðÒÉÍÅÒ 2.12. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ F_n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ ÐÒÉ n ≠ 1, Á ÐÒÉ n = 1 ÓÅÞÅÎÉÅ C_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ (−1)-ËÒÉŒÏÊ. ìÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ËÒÉŒÙÍÉ ÒÏÄÁ g ≥ 1 ŒÓÅÇÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 2.13. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ⊂ P^3. ìÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ (−1)- ËÒÉŒÏÊ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÎÉÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ x^3_0 + x^3_1 + x^3_2 + x^3 = 0

ÓÏÄÅÒÖÉÔ 27 ÐÒÑÍÙÅ x_i = "_sx_j, x_k = "_rx_l, ÇÄÅ {i; j; k; l} = {1; 2; 3; 4}, Á "^3_s = −1, s = 1; 2; 3. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ 6 ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ:

L_1: x_0 = "_1x_1; x_2 = "_1x_3 L_2: x_0 = "_2x_1; x_2 = "_2x_3 L_3: x_0 = "_3x_1; x_2 = "_3x_3 L_4: x_0 = "_1x_2; x_1 = "_2x_3 L_5: x_0 = "_2x_2; x_1 = "_3x_3 L_6: x_0 = "_3x_2; x_1 = "_1x_3

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅ ff : X → —X. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÁ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

P^1 × P^1 = L_1 × L_2 −→ X; (P; Q) −→ R;

ÇÄÅ R { ÔÒÅÔØÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ L_{P;Q}, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ P É Q Ó X. ðÏÚÄÎÅÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ —X ≃ P^2, Ô.Å. ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ ÛÅÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ P^2. óÌÏÖÎÅÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ŒÏÚÍÏÖÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

3. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

3 ÉÀÎÑ 2002

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F_n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ X { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ X ≃ P^2 ÉÌÉ X ≃ F_n , n ≠ 1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÅÒÎÏ ÂÏÌØÛÅÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. ëÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ (Ô.Å. Ó a(X) = 2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

œ ÓÌÕÞÁÅ a(X) = 2 ÐÏÌÅ M(X) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ËÌÁÓÓÙ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÄŒÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X É X^′ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M(X) ≃ M(X^′). ïÄÎÁËÏ, ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÎÅ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ. œ ÓÌÕÞÁÅ a(X) = 1 ÎÁ X ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (ÓÍ. ÎÉÖÅ). œ ÓÌÕÞÁÅ a(X) = 0 ÐÏÌÅ M(X) = C ÎÉËÁË ÎÅ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X.

3.3. ðÒÉ n ≠ 1 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ F_n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ C_0 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ (−1)-ËÒÉŒÏÊ. íÏÖÎÏ ÑŒÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÑÇÉŒÁÀÝÉÊ C_0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ |C_0 + F |, ÇÄÅ F { ÓÌÏÊ. ôÁË ËÁË C_∞ ∼ C_0 + F É C_∞ ∩ C_0 = ∅, ÔÏ Bs |C_0 + F | ⊃ C_∞ ∩ F , Á ÔÁË ËÁË ÓÌÏÊ F ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ, ÔÏ Bs |C_0 + F | = ∅. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |C_0 + F | ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: F_1 → P^N . äÁÌÅÅ 1 = (C_0 + F )^2 = (deg ’)(deg ’(F_1 )), ÔÏ deg ’ = deg ’(F_1 ) = 1, Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: F_1 → ’(F_1 ) ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏ Œ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ É ’(F_1 ) = P^2 { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ P^N . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÒÁÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ, Ô.Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ N = 2 É ’: F^1 → P^2 { ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ôÁË ËÁË C_0 · (C_0 + F ) = 0, ÔÏ ’(C_0) { ÔÏÞËÁ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ’: F_1 → P^2 { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ (C_0 + F ) · F = 1. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ’(F ) { ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ’(C_0).

ðÒÉÍÅÒ 3.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X Œ P^4, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÒÅÍÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

x_1x_2 = x_0x_4 x_0x_3 = x^2_1 x_1x_4 = x_2x_3

ÉÌÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, rk ( x_0 x_1 x_2 x_1 x_3 x_4 ) = 1:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁ X ÌÅÖÉÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ

{¸x_0 = ˛x_1; ¸x_1 = ˛x_3; ¸x_2 = ˛x_4}; (¸ : ˛) ∈ P^1

É ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ {x_0 = x_1 = x_3 = 0}, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ. íÏÒÆÉÚÍ

X → P^1; (x_0 : · · · : x_4) → (x_0 : x_1) = (x_1 : x_3) = (x_2 : x_4)

ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ P^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÒÆÉÚÍ

X → P^2; (x_0 : · · · : x_4) → (x_0 : x_1 : x_3) = (x_1 : x_3 : x_4)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ ÔÏÞËÉ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ X ≃ F_1 .

ôÅÏÒÅÍÁ 3.5. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÒÁÚÄÕÔÉÊ É ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÊ (−1)-ËÒÉŒÙÈ:

X_1 · · · X_n · · · ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ P^2 ← F_1 F_2 F_n F_{n+1}

ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X_n → F_n { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ C_0 ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F_n , Á ËÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X_n → F_{n+1} { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ C_0 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F_{n+1} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ:

ìÅÍÍÁ 3.6. ðÕÓÔØ ff : ~X → X { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P ∈ X. ðÕÓÔØ C { ÎÅÏÓÏÂÁÑ Œ P ËÒÉŒÁÑ É ÐÕÓÔØ ~C { ÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ. ôÏÇÄÁ ~C2 = C2 − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ P ∈ C ÎÅÏÓÏÂÁ, ÔÏ ff^∗C = ~C + E, ÇÄÅ E { ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ. ïÔÓÀÄÁ ~C^2 = (ff^∗C − E)^2 = (ff^∗C)^2 − 2ff^∗C · E + E^2 = C^2 − 0 − 1 = C^2 − 1:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ff_n : X_n → F_n { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P ∈ C_0 ⊂ F_n . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E ⊂ X_n { ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ, ÞÅÒÅÚ F ⊂ F_n { ÓÌÏÊ ÌÉÎÅÊÞÁÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ P , Á ÞÅÒÅÚ ~F É ~C_0 { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ F É C_0, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ E^2 = −1 É ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÉÍÅÅÍ ~F^2 = −1, ~C^2_0 = −n − 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ ëÁÓÔÅÌØÎÕÏŒÏ, ËÒÉŒÙÅ E É ~F ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÔÑÎÕÔÙ. óÔÑÇÉŒÁÎÉÅ E ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏŒÏÇÏ: ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ff. ðÕÓÔØ f : X_n → Y { ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅ ~F . ôÏÇÄÁ Y ÉÍÅÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ P^1 É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÉŒÕÀ-ÓÅÞÅÎÉÅ —C_0 := f(C_0) Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ —C^2_0 = ~C^2_0 = −n − 1. ðÏÜÔÏÍÕ Y ≃ F_{n+1} .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7. äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÎÁ ÏÄÎÏ ÚŒÅÎÏ ŒÌÅŒÏ:

X_0 ↙ ↘ P^1 × P^1 = F_0 F_1

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ f : X → B { ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ

(i) Pic(X) ≃ f^∗ Pic(B) ⊕ Z · C_0;

(ii) H^2(X; Z) ≃ Z · F ⊕ Z · C_0.

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ D { ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ X. ðÏÌÏÖÉÍ D^′ = D − (D · F )C_0. ôÏÇÄÁ D^′ · F = 0. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ D^′ ∼ f^∗L ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ L ÎÁ B. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ òÉÍÁÎÁòÏÈÁ Ë ÄÉŒÉÚÏÒÕ D^{′′} = D^′ + nF ÄÌÑ n ≫ 0:

h^0(X; O_X (D^{′′})) + h^0(X; O_X (K_X − D^{′′})) ≥ 1 2 (D^{′′} − K_X ) · D^{′′} + ffl(O_X ) = 1 2 (D^′ − K_X + nF ) · (D^′ + nF ) + ffl(O_X ) = −K_X · nF + Const > 0

ÐÒÉ n ≫ 0. ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ D^′ + nF ∼ A ÉÌÉ K_X − D^′ − nF ∼ A, ÇÄÅ A { ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ. îÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ 0 ≤ A · F = (K_X − D^′ − nF ) · F = −2. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ D^′ + nF ∼ A. ôÁË ËÁË ÄÉŒÉÚÏÒ A ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ É A·F = 0, ÔÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓÌÏÑÈ. œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÁË ËÁË H^2(X; Z) ≃ Pic(X)=(ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÞÁÓÔØ). íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ii).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.9. ïÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ C_0 { ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ F_n (ÐÒÉ n ≥ 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ C { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ Ó C^2 < 0. úÁÐÉÛÅÍ C ∼ aC_0 + bF , ÇÄÅ F { ÓÌÏÊ ÌÉÎÅÊÞÁÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ 0 ≤ F · C = a, 0 ≤ C · C_0 = −na + b É 0 > C^2 = −na^2 + 2ab, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ F_n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÁË ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ P_P1(E) ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E := O_P1 ⊕ O_P1(n) ÎÁÄ P^1.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÞÁÔÙÈ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁ F_n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ |C_0 + (n + 1)F |. ëÁË É Œ 3.3 ÄÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Bs |C_0 + (n + 1)F | = ∅. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: F_n → P^N , N = dim |C_0 + (n + 1)F |. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ: ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ |C_0 + (n + 1)F | ÒÁÚÄÅÌÑÀÔ ÔÏÞËÉ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. äÁÌÅÅ (C_0 + (n + 1)F ) · C_0 = 1, (C_0 + (n + 1)F ) · F = 1 É (C_0 + (n + 1)F ) · C_∞ = n + 1. ïÔÓÀÄÁ deg ’(C_0) = deg ’(F ) = 1, Á deg ’(C_∞) = n + 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ F_n ⊂ P^N ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ’(F ), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍÉ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ’(C_0) É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ’(C_∞) ÓÔÅÐÅÎÉ n + 1.

ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L = P^1 É ˝ = P^{n+1} Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P^{n+3}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ

: P^1 → ˝ = P^{n+1}; (u : v) −→ (u^{n+1} : u^nv : · · · : uv^n : v^{n+1}):

åÇÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÇÌÁÄËÁÑ) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ C := (P^1) ÓÔÅÐÅÎÉ n + 1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅ- ÐÅÒØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ‚ ÍÅÖÄÕ L = P^1 É C ≃ P^1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ L_P , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÉ P ∈ L É ‚(P ) ∈ C. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ L_P ÚÁÍÅÔÁÀÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÕÀ F_n .

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d É ÐÕÓÔØ T_X { ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ìÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ K_X :=

⋀_d T_X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. åÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍÙÅ Œ ŒÉÄÅ

f(x_1; : : : ; x_n)dx_1 ∧ · · · ∧ dx_d:

ðÕÓÔØ X = ∪U_ff { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ É ÐÕÓÔØ x^ff_1 ; : : : ; x^ff_d { ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÄÌÑ K_X ÎÁ U_ff ∩ U_fi ÂÕÄÕÔ @(x^ff_1 ; : : : ; x^ff_d ) @(x^fi_1 ; : : : ; x^fi_d ) : óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË !_X { ÐÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ïÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ c_1 : Pic(X) → H^2(X; Z) ÚÁÄÁÅÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ c_1(X) = c_1(K_X ) ∈ H^2(X; Z) { ÐÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ !_X ÉÍÅÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s. ôÁËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ, ÅÓÌÉ a(X) = dim X (ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ s = df_1 ∧ · · · ∧ df_d, ÇÄÅ f_1; : : : ; f_n { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ M(X)). äÉŒÉÚÏÒ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ (s) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÄÉŒÉÚÏ- ÒÏÍ. ïÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 3.10. ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ. ôÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ T_X É ÐÏÜÔÏÍÕ K_X = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÔÏÒÁ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

4. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ.

6 ÉÀÎÑ 2002

ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÞÁÔÙÈ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F_n ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, H^2(X; Z) ≃ Pic(X) = Z · C_0 ⊕ Z · F , Á ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ C^2_0 = −n, F^2 = 0, C_0 · F = 1. ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ H^2(X; Z) ÉÍÅÅÍ x ∼ ¸C_0 + ˛F ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ¸; ˛ ∈ Z É x^2 = −n¸ + 2˛. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÒÅÛÅÔËÁ H^2(X; Z) ÞÅÔÎÁ (Ô.Å. x^2 ÞÅÔÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ), Á ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n { ÎÅÞÅÔÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÛÅÔËÁ H^2(X; Z) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ, ÔÏ ÐÒÉ n ≢ m mod 2 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F_n É F_m ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÉ n ≡ m mod 2 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F_n É F_m ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ É ÐÏÔÏÍÕ ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÎÙ (ÚÄÅÓØ H^2(F_n ; Z) ≃ H^2(F_m ; Z)). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → T ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÌÏÉ { ÇÌÁÄËÉÅ (É ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ, Ô.Å. ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍÉ) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ df : T_{x;X} → T_{f(x);T} ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÏÉ ÒÁŒÎÏÒÁÚÍÅÒÎÙ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V_1 É V_2 ÌÅÖÁÔ Œ ÇÌÁÄËÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ f : X → T, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ V_1 É V_2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÓÌÏÑÍÉ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÐÕÓÔØ T = C_t , Á X ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ P^2_{y0:y1:y2} × P^1_{x0:x1} × C_t ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

x^n_0 y_1 − x^n_1 y_2 + tx^{n−m}_0 x^m_1 y_0 = 0:

ðÒÏÅËÃÉÑ f : X → T { ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÌÏÊ x^n_0 y_1 − x^n_1 y_2 = 0 ÎÁÄ t = 0 ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ F_n (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), Á ÓÌÏÊ ÎÁÄ t ≠ 0 ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ F_{n−2m} . äÁÌÅÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÆÁËÔÏÍ: ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÓÌÏÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ).

ðÒÉÍÅÒÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙ (ÉÌÉ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÉÍÅÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ).

ðÒÉÍÅÒ 4.1. ðÕÓÔØ X = P^d É ÐÕÓÔØ (x_0 : · · · : x_d) { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ôÏÇÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ x_1=x_0; : : : ; x_d=x_0 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ s = d(x_1=x_0) ∧ · · · ∧ (x_d=x_0). ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ ËÁÒÔÅ U_0 = {x_0 ≠ 0}. œ ÄÒÕÇÏÊ ËÁÒÔÅ U_i = {x_i ≠ 0} ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ

s = d x_1=x_i x_0=x_i ∧ · · · ∧ d 1 x_0=x_i ∧ · · · ∧ d x_d=x_i x_0=x_i = − ( 1 x_0=x_i

)_{d+1} d(x_1=x_i) ∧ · · · ∧ d(x_0=x_i) ∧ · · · ∧ d(x_d=x_i):

ðÒÉÍÅÒ 4.2. ðÕÓÔØ X = F_n . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ s = dx ∧ dt. œ ËÁÒÔÅ {x ≠ ∞} × U_0 ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉ ÎÕÌÅÊ, ÎÉ ÐÏÌÀÓÏŒ. œ ËÁÒÔÅ {y ≠ 0} × U_∞ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ y^′ = 1=y É t^′ = 1=t. éÍÅÅÍ

s = d(y=t^n) ∧ dt = t^{−n}dy ∧ dt = t^{′n}dy^{′−1} ∧ dt^{′−1} = t^{′n−2}y^{′−2}dy^′ ∧ dt^′:

ïÔÓÀÄÁ K_X = −2C_∞ + (n − 2)F = −2C_0 − 2nF + (n − 2)F = −2C_0 − (n + 2)F .

ðÒÉÍÅÒ 4.3. ðÕÓÔØ X = V × W . ôÏÇÄÁ !_X = pr^∗_1 !_V ⊗ pr^∗_2 !_W .

ðÒÉÍÅÒ 4.4. ðÕÓÔØ X ⊂ M { ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ !_M (X). úÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÂÌÉÚÉ P ∈ X Œ ŒÉÄÅ s = g(x_0; : : : ; x_d)dx_0 ∧ · · · ∧ dx_d f(x_0; : : : ; x_d) ; ÇÄÅ f = 0 { ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ X. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ @f=@x_i ≠ 0 Œ P . ôÏÇÄÁ x_0; : : : ; ^x_i; : : : ; x_d { ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ X. ðÏÌÏÖÉÍ

P: R:(s) = (−1)^{i−1} gdx_1 ∧ · · · ∧ ^dx_i ∧ · · · ∧ dx_d @f=@x_i | | |_X

: (4)

îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (4) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ d − 1-ÆÏÒÍÕ ÎÁ X.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, !_M ⊗ O_M (X)|_X ≃ !_X :

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ. äÌÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÏÎÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(K_M + X)|_X = K_X :

ðÒÉÍÅÒ 4.5. ðÕÓÔØ C { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ deg K_C = 2g(C) − 2 É dim |K_X | = g(C) − 1. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |K_X | ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: C → P^{g−1}. ðÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ

• ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 2g − 2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ;

• ’ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ C 2-ÌÉÓÔÎÏ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ ` ⊂ P^{d−1} ÓÔÅÐÅÎÉ d − 1 (ÔÁËÉÅ ËÒÉŒÙÅ C ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍÉ).

ðÒÉÍÅÒ 4.6. åÓÌÉ C ⊂ X { ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ

2g(C) − 2 = (K_X + C) · C:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÒÉŒÁÑ C ⊂ P^2 ÓÔÅÐÅÎÉ d ÉÍÅÅÔ ÒÏÄ g(C) =^1_2 (d−1)(d−2). ëÒÉŒÁÑ C ⊂ P^1 ×P^1 ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (a; b) ÉÍÅÅÔ ÒÏÄ g(C) = (a − 1)(b − 1).

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.7. ëÒÉŒÁÑ E ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ (−1)-ËÒÉŒÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E^2 = K_Y · E = −1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ E ÎÅÏÓÏÂÁ, ÔÏ −2 ≥ 2g(C) − 2 = K_Y · E + E^2. ïÔËÕÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÒÉŒÁÑ C ÏÓÏÂÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ g(C) ÎÁ ÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ p_a(C) := dim H^1(C; O_C ).

ðÒÉÍÅÒ 4.8. ðÕÓÔØ ff : ~X → X { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P ∈ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x; y Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ P ∋ U ⊂ X É ÐÕÓÔØ E { ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ. ôÏÇÄÁ ff^{−1}(U) ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ U × P^1 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ xv = yu. ðÕÓÔØ s = h(x; y)dx ∧ dy { ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. œ ËÁÒÔÅ v ≠ 0 ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ y É u^′ := u=v, ÐÒÉÞÅÍ x = yu^′. ôÏÇÄÁ ff^∗s = h(yu^′)ydu^′ ∧dy. ïÔÓÀÄÁ (ff^∗s) = ff^∗(s) + E. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÍÅÅÍ K_{X̃} = ff^∗K_X + E.

ïÔÓÀÄÁ (É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÏÄÁ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ K_{X̃} · E = −1.

ðÒÉÍÅÒ 4.9. ðÕÓÔØ X = X_d ⊂ P^3 { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ d É ÐÕÓÔØ H { ÅÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ

K_X = (K_P3 + X)|_X = −4H + dH = (d − 4)H:

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ ÐÒÉ d ≠ 3. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ E ⊂ X ÉÍÅÅÍ K_X · E = (d − 4)H · E = (d − 4) deg E ≠ −1:

ðÒÉ d = 3 ÏÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (−1)-ËÒÉŒÙÅ ÎÁ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X_3 ⊂ P^3 { Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÅ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ X_3. ëÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÌÅÖÉÔ ÒÏŒÎÏ 27 ÐÒÑÍÙÈ.

ðÒÉÍÅÒ 4.10. ðÕÓÔØ X = X_{d1···dr} ⊂ P^{2+r} { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ W_1; : : : ; W_r ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_1; : : : ; d_r ≥ 2 (r ≥ 2) É ÐÕÓÔØ H { ÅÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ. ëÁË É ŒÙÛÅ ÉÍÅÅÍ

K_X = (K_P2+r + W_1 + · · · + W_r)|_X = −(3 + r)H + (∑ d_i ) H = (∑ (d_i − 1) − 3 ) H: ðÕÓÔØ E ⊂ X { (−1)-ËÒÉŒÁÑ. ôÏÇÄÁ

K_X · E = (∑ (d_i − 1) − 3 ) deg E = −1:

ïÔÓÀÄÁ deg E = 1 É

∑_r i=1(d_i − 1) = 2. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ r = 2 É d_1 = d_2 = 2, Ô.Å.

X = W_2 ∩ W^′_2 { ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÉË (ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 4). éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÔÁËÏÊ X ÌÅÖÉÔ ÒÏŒÎÏ ÐÒÑÍÙÈ (ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ (−1)-ËÒÉŒÙÍÉ).

ðÒÉÍÅÒ 4.11. ðÕÓÔØ f : X → Y { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ (Ô.Å. ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ) É ÐÕÓÔØ f_1; : : : ; f_d { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ M(Y ), ÇÄÅ d = dim Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ s = df_1 ∧ · · · ∧ df_d ÎÁ Y . œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ y_1; : : : ; y_d ŒÂÌÉÚÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ Y ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ s = g(y_1; : : : ; y_d)dy_1 ∧ · · · ∧ dy_d. ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n { ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ Q ∈ f^{−1}(P ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ f^∗s = df^∗(f_1) ∧ · · · ∧ f^∗(f_d). œ ÎÁÛÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f^∗s = g(y_1(x_1; : : : ; x_n); : : : ; y_d(x_1; : : : ; x_n))dy_1(x_1; : : : ; x_n) ∧ · · · ∧ dy_d(x_1; : : : ; x_n) =

g(x_1; : : : ; x_n) det ‖ ‖ ‖ @y^i @x_j ‖ ‖ ‖ dx_1 ∧ · · · ∧ dx_n:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, K_X ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ f^∗(g) = g(x_1; : : : ; x_n) = 0 É det ‖ ‖ @y_{i@x} j ‖ ‖ = 0. üÔÏ

ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ K_X = f^∗K_Y + B;

ÇÄÅ B { ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ, ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ, ÄÉŒÉÚÏÒ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ f. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ B_i ⊂ Supp(B) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏ y_1 = x_1, . . . , y_{d−1} = x_{d−1}, y_d = x^{mi}_d . ôÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ B_i Œ B ÒÁŒÅÎ m_i − 1.

éÎÄÅËÓ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ !^2_X = c_1(X)^2 ÄÁÅÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ŒÁÖÎÙÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎ- ÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÏÎ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÚÄÕÔÉÉ ÔÏÞËÉ.

ìÅÍÍÁ 4.12. ðÕÓÔØ ff : ~X → X { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ. ôÏÇÄÁ c_1( ~X)^2 = c_1(X)^2 − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ 4.8 ÉÍÅÅÍ c_1( ~X) = ff^∗c_1(X) + E. ïÔÓÀÄÁ

c_1( ~X)^2 = (ff^∗c_1(X))^2 + 2ff^∗c_1(X) · E + E^2 = c_1(X)^2 − 1:

ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÕÀ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÐÕÞËÁ L ÎÁ (ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ffl(L) :=

dim X∑

i=0 (−1)^i dim H^i(X; L):

îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ:

ffl(O_X (D)) = deg D + ffl(O_X ) = deg D − g(X) + 1:

äÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ:

ffl(O_X (D)) = 1 2 (D − K_X ) · D + ffl(O_X ):

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ óÅÒÒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ

h^0(X; O_X (D)) + h^0(X; O_X (K_X − D)) ≥ 1 2 (D − K_X ) · D + ffl(O_X ):

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ffl(O_X ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ îÅÔÅÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ. þÅÒÅÚ ffl_{top}(X) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ üÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ X:

ffl_{top}(X) :=

2 dim X∑

i=1 (−1)^ib_i(X) = 2 − 2b_1 + b_2:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.13 (ÆÏÒÍÕÌÁ îÅÔÅÒÁ). ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ

!^2_X + ffl_{top}(X) = 12ffl(O_X ): (5)

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ëÏÄÁÉÒÙ

þÉÓÌÏ dim H^0(X; !_X ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ p_g(X) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÒÏÄÏÍ. üÔÏ { ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ 2-ÆÏÒÍ ÎÁ X. ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÒÏÄÁ. þÉÓÌÏ

P_n(X) := dim H^0(X; !^{⊗n}_X ) = dim |nK_X | + 1

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ËÒÁÔÎÙÍ ÒÏÄÏÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ 2-ÆÏÒÍ s ÓÔÅÐÅÎÉ n; ÌÏËÁÌØÎÏ s = f · (dx ∧ dy)^n, ÇÄÅ x É y { ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á f { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.14. ðÌÀÒÉÒÏÄ P_n(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ, Ô.Å. ÅÓÌÉ ÄŒÁ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É Y ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ P_n(X) = P_n(Y ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÊ n = 1. ðÕÓÔØ : X → Y { ÂÉÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ X ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ≥ 2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ |X \ V { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ s_1; : : : ; s_m { ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H^0(Y; !_X ) ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÙ ^∗s_i ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ ÎÁ X \ V É ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ èÁÒÔÏÇÓÁ ÏÎÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ŒÓÅÍ X. ïÔÓÀÄÁ P_n(X) ≥ P_n(Y ). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ë ^{−1}, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ a(X), ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ı_1(X), ÐÅÒŒÏÅ ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ b_1(X), ËÒÁÔÎÙÊ ÒÏÄ P_n(X).

œ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ (= ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ) ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚ- ÌÉÞÁÀÔÓÑ ËÒÉŒÙÅ ÒÏÄÁ g = 0, g = 1 É g > 1. üÔÏ ÐÒÏÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ n- ËÒÁÔÎÙÈ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ n-ËÒÁÔÎÙÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ |nK_X |. äÌÑ g = 0 |nK_X | = ∅ ÐÒÉ n ∈ N, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ; ÄÌÑ g = 1 K_X = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÔÏÞËÕ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ≥ 0; ÄÌÑ g > 1 ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉ n ≥ 3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. üÔÉ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÔÉÐ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÜÔÉÍ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ŒÁÖÎÙÊ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ »(X) { ËÏÄÁÉÒÏŒÁ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

»(X) = { max_{n∈N} dim ’_{|nKX |}(X); ÅÓÌÉ |nK_X | ≠ ∅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n; −∞; ÉÎÁÞÅ:

úÄÅÓØ ’_{|nKX |} : X → P^N { n-ËÒÁÔÎÏÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ »(X) ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ −∞; 0; 1; : : : ; dim X. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.15. »(X) ≤ a(X) ≤ dim X:

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ ’ = ’_{|nKX |} : X → P^N { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

dim ’_{|nKX |}(X) = » :

ôÏÇÄÁ ’(X) { ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÓÏÂÏÅ). äÌÑ ÎÅÇÏ ŒÓÅ ÇÌÏ- ÂÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ É a(’(X)) = dim ’(X) = ». ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÚÁÄÁÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ’^∗ : M(’(X)) ,→ M(X). ïÔÓÀÄÁ tr deg M(X) ≥ tr deg M(’(X)) = ».

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ » ≥ 0 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ K_X (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ

»(X) = −∞ ⇐⇒ P_n(X) = 0; ∀n ∈ N;

»(X) = 0 ⇐⇒ P_n(X) ∈ {0; 1}; ∃n ∈ N; P_n(X) = 1:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.16. åÓÌÉ »(X) ≥ 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ c_1; c_2 > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

c_1n^ˇ ≤ P_n(X) ≤ c_2n^ˇ:

üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ »(X) ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ P_n(X) ÐÒÉ n → ∞.

åÝÅ ÏÄÎÏ (ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ËÏÌØÃÏÍ

R(X) := ⨁ n≥0 H^0(X; nK_X ):

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R(X) ÓÔÅÐÅÎØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÒÁŒÎÁ »(X) + 1 (ÅÓÌÉ » ≥ 0).

5. ëÏÄÁÉÒÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

10 ÉÀÎÑ 2002

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 5.1. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ X ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÉÍÅÅÍ

»(X) =

−∞ ÅÓÌÉ g(X) = 0, Ô.Å. X ≃ P^1; 0 ÅÓÌÉ g(X) = 1; 1 ÅÓÌÉ g(X) > 1:

ðÒÉÍÅÒ 5.2. òÁŒÅÎÓÔŒÏ »(X × Y ) = »(X) + »(Y )

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ !_{X×Y} = pr_1^∗ !_X × pr_1^∗ !_Y ÄÌÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. œÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÜÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ » = −∞; 0; : : : ; dim X ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ.

ðÒÉÍÅÒ 5.3. ðÕÓÔØ X = X_d ⊂ P^3 { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÒÉ d ≤ 3 ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ −K_X ÏÂÉÌÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉËÁËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ K_X ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, »(X) = −∞. ðÒÉ d = 4 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ »(X) = 0. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ d > 4 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÂÉÌÅÎ: K_X = (d − 4)H. ðÏÜÔÏÍÕ »(X) = 2 (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ ÎÉÖÅ).

ìÅÍÍÁ 5.4. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ K^2_X > 0 É P_m(X) > 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N. ôÏÇÄÁ »(X) = 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, |−nK_X | = ∅ ÐÒÉ n ∈ N. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |−nK_X | ≠ ∅ É ÐÕÓÔØ D ∈ | − nK_X |, D^′ ∈ |mK_X |. ôÏÇÄÁ ÄÉŒÉÚÏÒ nD^′ + mD ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ (f) = nD^′ + mD. ôÁË ËÁË ÜÔÏÔ ÄÉŒÉÚÏÒ ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ f ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÏŒ, Ô.Å. ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ (É ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁ). ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

äÁÌÅÅ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÐÒÉ n ∈ N ÉÍÅÅÍ

P_n(X) = dim H^0(X; O_X (nK_X )) ≥ 1 2 (n − 1)nK^2_X + ffl(O_X ):

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÀÒÉÒÏÄÙ P_n(X) ÒÁÓÔÕÔ ÐÒÉ n → ∞ ËÁË^1_2 (d − 4)^2H^2n^2 =^1_2 (d − 4)^2dn^2.

ðÒÉÍÅÒ 5.5. ðÕÓÔØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÏÂÝÉÍ ÓÌÏÅÍ { P^1 (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÞÁÔÏÊ). ôÏÇÄÁ »(X) = −∞. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |nK_X | ≠ ∅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N É ÐÕÓÔØ D ∈ |nK_X |. œÙÞÉÓÌÉÍ ÒÏÄ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÏÑ F ≃ P^1.

−2 = 2g(F ) − 2 = (K_X + F ) · F = K_X · F = 1 n D · F ≥ 0:

ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, »(X) = −∞ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.6. åÓÌÉ »(X) ≥ 0, ÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ.

œ ÓÌÕÞÁÅ »(X) = −∞ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F_n , n ≠ 1 É P^2 { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.7. ðÕÓÔØ X { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó »(X) ≥ 0.

(i) åÓÌÉ »(X) = 2, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |nK_X |, n ≤ 5 ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ

’_{|nKX |} : X → Y ⊂ P^N

ÎÁ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÓÏÂÕÀ) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÇÕÔ ÓÔÑÇÉŒÁÔØÓÑ (Œ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ) ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (−2)-ËÒÉŒÙÈ (Ô.Å. ËÒÉŒÙÈ C ⊂ X ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ C ≃ P^1 É C^2 = −2).

(ii) åÓÌÉ »(X) = 1, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |nK_X | ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ’_{|nKX |} : X → B ⊂ P^N ÎÁ ËÒÉŒÕÀ Ó ÏÂÝÉÍ ÓÌÏÅÍ { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

(iii) åÓÌÉ »(X) = 0, ÔÏ nK_X ∼ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ {1; 2; 3; 4; 6}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.8. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ’: X → B ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÕÀ ËÒÉŒÕÀ Ó ÏÂÝÉÍ ÓÌÏÅÍ { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.9. ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ »(X) = dim X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ÔÉÐÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.10. ðÕÓÔØ X { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ.

(i) åÓÌÉ »(X) ≥ 0, ÔÏ K_X ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ, Ô.Å. K_X · C ≥ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ C.

(ii) åÓÌÉ 0 ≤ »(X) ≤ 1, ÔÏ K^2_X = 0.

(iii) åÓÌÉ »(X) = 2, ÔÏ K^2_X > 0.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÄÁÉÒÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ »(X) = 2 É ÐÕÓÔØ C { ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ’: X → B. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÒÏÄÁ (K_X + C) · C = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, C^2 = 0. ðÏÜÔÏÍÕ K_X · C = 0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ D ∈ |nK_X |. ôÁË ËÁË D · C = 0, ÔÏ D ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓÌÏÑÈ ’. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ L ÎÁ B ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ D ≤ f^∗L. îÏ ÔÏÇÄÁ dim |mnK_X | = dim |mD| ≤ dim |mL| ≤ Óonst ·m | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ » = −∞; 0; 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ.

ðÒÉÍÅÒ 5.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÅ ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ C_0 É C_1 ÎÁ P^2, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ Œ 9 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ P_1; : : : P_9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÉÍÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ {C_t} = ⟨C_0; C_1⟩, ÇÄÅ t ∈ P^1 { ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Bs{C_t} = {P_1; : : : P_9}. ðÕÓÔØ ff : X → P^2 { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. ôÁË ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ C_0 ∩ C_1 { ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ, ÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ~C_t ËÒÉŒÙÈ C_t ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Bs{ ~C_t} = ∅ É ÜÔÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÎÁ P^1. óÌÏÑÍÉ ÂÕÄÕÔ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ ~C_t. ðÏÜÔÏÍÕ X ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.12. ðÕÓÔØ X { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó » = −∞. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ { ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ:

(i) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, X ≃ P^2 ÉÌÉ F_n ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ X ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ;

(ii) ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ g ≥ 1; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ X ÔÁËÖÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ, b_1(X) = 2g, b_2(X) = 2, K^2_X = 8(1 − g), ffl_{top}(X) = 4(1 − g);

(iii) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ V II; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ X ÎÅÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ, b_1(X) = 1, a(X) = 0 ÉÌÉ 1, K^2_X ≤ 0, ffl_{top}(X) ≥ 0;

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÙ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ V II ÏÞÅÎØ ÐÌÏÈÏ ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÀ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ èÏÐÆÁ

ðÒÉÍÅÒ 5.13. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ èÏÐÆÁ X = W=Z, ÇÄÅ W = C^2 \ {0}, Á Z ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ W ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(z_1; z_2) −→ (–_1z_1; –_2z_2); 0 < |–_1|; |–_2| < 1:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ èÏÐÆÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÁÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W . íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ »(X) = −∞, Ô.Å. P_n(X) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ N. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ n = 1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p_g(X) > 0 É ÐÕÓÔØ s ∈ H^0(X; !_X ) { ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÅ ÐÏÄSSÅÍ ı^∗s ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ı : W → X. ôÏÇÄÁ ı^∗s { Z-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ W = C^2 \ {0} É ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ èÁÒÔÏÇÓÁ ÏÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ 2-ÆÏÒÍÙ ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C^2 . œÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ ÏÎÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ı^∗s = f(z_1; z_2)dz_1 ∧ dz_2, ÇÄÅ f(z_1; z_2) { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÀ

f(–^k_1z_1; –^k_2 z_2)–^k_1 –^k_2 = f(z_1; z_2):

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ k → ∞, ÐÏÌÕÞÉÍ f(z_1; z_2) = 0. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ H^0(X; ˙_X ) = 0.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ èÏÐÆÁ (Œ ÎÁÛÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ S^1×S^3. ïÔÓÀÄÁ b_1(X) = 1 É b_2(X) = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ X ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ ÎÕÌÀ É ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÎÅÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ŒÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÅ ËÒÉŒÙÅ C_1 É C_2 { ÏÂÒÁÚÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ {z_2 = 0} É {z_1 = 0}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ C_i ≃ C^∗ =Z, ÇÄÅ Z ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ C^∗ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ –_i. üÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ S^1 × S^1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C_1 É C_2 { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÉËÁËÏÊ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÄÉ- ŒÉÚÏÒ D ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÎÕÌÀ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 5.4). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C_i ≁ 0 É Pic(X) ≠ 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Pic(X) ≃ H^1(X; O_X )=H^1(X; Z). ðÏÜÔÏÍÕ H^1(X; O_X ) ≃ C (ÐÏÓËÏÌØËÕ dim H^1(X; O_X ) ≤ b_1(X) = 1, ÓÍ. ÎÉÖÅ). ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, Pic(X) ≃ C =Z ≃ C^∗ , h^{0;1}(X) = 1 É h^{1;0}(X) = 0.

ôÁË ËÁË ŒÓÅ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ X ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ. äÁÌÅÅ ÐÕÓÔØ T { ÇÒÕÐÐÁ ìÉ C^∗ × C^∗ . ôÏÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ T ÎÁ W ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ Z É, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ X = W=Z. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏÒÂÉÔÕ U = X \ (C_1 ∪ C_2) É ÄŒÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ: C_1 É C_2. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ P =∈ C_1 ∪ C_2. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ Q =∈ C_1 ∪ C_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ’ ∈ T ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’(P ) = Q. åÓÌÉ ÞÅÒÅÚ P ÐÒÏÈÏÄÉÔ ËÒÉŒÁÑ C, ÔÏ ÞÅÒÅÚ Q ÐÒÏÈÏÄÉÔ ËÒÉŒÁÑ ’(C). œÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ:

(i) îÁ X ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÒÉŒÙÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ C_1 É C_2. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M(X) = C . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ f ≠ Const { ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ (f)_0 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ C_1 É C_2. ïÔÓÀÄÁ (f)_0 = a_1C_1 + a_2C_2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (f)_∞ = b_1C_1 + b_2C_2. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ (f) = c_1C_1 − c_2C_2, ÇÄÅ c_1; c_2 ∈ N. îÏ ÔÏÇÄÁ c_1C_1 ∼ c_2C_2 É ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

(ii) þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ X ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ËÒÉŒÁÑ É ÜÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÎÅÏÓÏÂÁ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÒÏÄÁ 2g(C) − 2 = deg !_X |_C + C^2 = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ X { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a(X) = 1.

óÌÕÞÁÊ (ii) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ –^{k1}_1 = –^{k2}_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ k_1; k_2 ∈ Z. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ z^{k1}_1 z^{−k2}_2 , ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ P^1 É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ { ÓÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

äÒÕÇÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÔÉÐÁ V II ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ éÎÏÕÜ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÒÉŒÙÈ. ðÏÌÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÏËÁ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ.

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ

þÉÓÌÁ èÏÄÖÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

h^{p;q}(X) =: dim H^q(X; ˙^p_X ):

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, h^{0;1} = dim H^1(X; O_X ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ q(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÒÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.14. ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÏÌØÂÏ H^{p;q}(X), p + q = 2 ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ H^2(X; C ), ÔÁË ÞÔÏ H^{2;0}(X) = H^{0;2}(X) É ÉÍÅ- ÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ H^2(X; C ) = H^{2;0}(X) ⊕ H^{1;1}(X) ⊕ H^{0;2}(X):

ôÅÏÒÅÍÁ 5.15. ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ

(i) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÏÌØÂÏ H^{1;0}(X) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ H^1(X; C ), ÔÁË ÞÔÏ H^{1;0}(X) ∩ H^{0;1}(X) = 0;

(ii) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^{1;0}(X) → H^{0;1}(X), ! → ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

åÓÌÉ b_1(X) ÞÅÔÎÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ËÜÌÅÒÏŒÁ), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ èÏÄÖÁ H^2(X; C ) = H^{1;0}(X) ⊕ H^{0;1}(X); H^{1;0}(X) = H^{0;1}(X):

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.16. (i) b_1(X) = h^{1;0}(X) + h^{0;1}(X);

(ii) ÅÓÌÉ b_1(X) ÞÅÔÎÏ, ÔÏ h^{1;0}(X) = h^{0;1}(X) É b^+(X) = 2p_g(X) + 1;

(iii) ÅÓÌÉ b_1(X) ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ dim H^0(X; ˙_X ) = h^{1;0}(X) = h^{0;1}(X) − 1 = q(X) − 1 É b^+(X) = 2p_g(X).

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.17 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ëÁÓÔÅÌØÎÕÏŒÏ-üÎÒÉËŒÅÓÁ). ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P_2(X) = q(X) = 0. üËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ: P_2(X) = h^{1;0}(X) = 0.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ: ËÒÉŒÁÑ X ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ (Ô.Å. ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ P^1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g(X) = 0. œ ŒÙÓÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÁÓÔÅÌØÎÕÏŒÏ-üÎÒÉËŒÅÓÁ É ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÓÕÖÄÅÎÎÙÈ ÆÁË- ÔÏŒ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ÞÁÓÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ

äÉŒÉÚÏÒ D ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÅÇÏ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ nD ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ X ,→ P^N (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ). òÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ŒÌÏÖÅÎÉÑ X ,→ P^N Ó m-ËÒÁÔÎÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ œÅÒÏÎÅÚÅ P^N ,→ P^{N ′} , ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ nD ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ mnD ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÂÉÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.18 (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÄÁÉÒÙ ÏÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Œ ÎÕÌØ). ðÕÓÔØ D { ÏÂÉÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ôÏÇÄÁ

H^i(X; O_X (K_X + D)) = 0; ∀i > 0:

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÁÎÔÉËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ −K_X ÏÂÉÌÅÎ. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÔÉÐÏÄÁÍÉ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ÔÉÐÁ: ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÂÉÌÅÎ, ÔÏ ÏÎÁ { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÂÝÅÇÏ ÔÉÐÁ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 5.4). ïÄÎÁËÏ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ ŒÅÒÎÏ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.17 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.19. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, q(X) = dim H^1(X; O_X ) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÄÁÉÒÙ. óÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 5.4 ÄÁÀÔ ÎÁÍ P_2(X) = 0.

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ p_g(X) = h^{0;2}(X) = q(X) = h^{1;0}(X) = b_1(X) = P_n(X) = 0; ∀n ∈ N:

éÚ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Pic(X) ≃ H^2(X; Z). æÏÒÍÕÌÁ îÅÔÅÒÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ K^2_X + b_2(X) = K^2_X + rk Pic(X) = 10:

ôÁË ËÁË −K_X ÏÂÉÌÅÎ, ÔÏ d := K^2_X = (−K_X )^2 > 0. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ 1 ≤ d ≤ 9; 9 ≥ b_2(X) ≥ 1:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ dim | − K_X | = d. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ ÏÐÉÓÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.20. ðÕÓÔØ X { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ ÓÔÅÐÅÎÉ d.

(i) ðÒÉ 3 ≤ d ≤ 9 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | − K_X | ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ X ,→ P^d. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ:

Á) ÐÒÉ d = 3 X = X_3 ⊂ P^3 { ËÕÂÉËÁ;

Â) ÐÒÉ d = 4 X = X_{2·2} ⊂ P^4 { ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÉË;

Œ) ÐÒÉ d = 5 X = X_5 ⊂ P^5 { ÓÅÞÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2; 5), ŒÌÏÖÅÎÎÏÇÏ Œ P^9 ÐÏ ðÌÀËËÅÒÕ, ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ P^5 ⊂ P^9;

Ç) ÐÒÉ d = 6 X = X_6 ⊂ P^6 { ÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ { ÏÂÒÁÚÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ óÅÇÒÅ P^1 × P^1 × P^1 Œ P^7 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ;

Ä) ÐÒÉ d = 7 X = X_7 ⊂ P^7 { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 7;

Å) ÐÒÉ d = 8 X = X_8 ⊂ P^8 { ÏÂÒÁÚ ŒÌÏÖÅÎÉÑ P^1 × P^1 ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (2; 2) ÉÌÉ ÏÂÒÁÚ ŒÌÏÖÅÎÉÑ F_1 ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ |2C_0 + 3F |;

Ö) ÐÒÉ d = 9 X = X_9 ⊂ P^9 { ÏÂÒÁÚ ÔÒÅÈËÒÁÔÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ P^2; ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ (−1)-ËÒÉŒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ X_d.

(ii) ðÒÉ d = 2 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |−K_X | ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ Ó ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ B ⊂ P^2 ÓÔÅÐÅÎÉ 4.

(iii) ðÒÉ d = 1 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | − K_X | ÉÍÅÅÔ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ) ÂÁÚÉÓÎÕÀ ÔÏÞËÕ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X P^1.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.21. ðÕÓÔØ X { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ ÓÔÅÐÅÎÉ d. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ:

(i) X ≃ P^2;

(ii) X ≃ P^1 × P^1;

(iii) 1 ≤ d ≤ 8 É ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ ff : X → P^2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_1; : : : ; P_{9−d} ÉÚ 9 − d ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ É ÎÉËÁËÉÅ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÉËÅ.

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P^2 É P^1 × P^1 { ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ X ≃ F_n . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÒÏÄÁ

−2 = 2g(C_0) − 2 = (K_X + C_0) · C_0 = K_X · C_0 − n:

ôÁË ËÁË −K_X ÏÂÉÌÅÎ, ÔÏ 0 < −K_X · C = 2 − n É n < 2.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ff : X → X_{min} { ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅ (−1)-ËÒÉŒÙÈ, ÇÄÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X_{min} ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ X_{min} ≃ F_n , n ≥ 2. ôÏÇÄÁ C^2_0 ≤ −2. ðÕÓÔØ ~C_0 ⊂ X { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ C_0. ôÏÇÄÁ ( ~C_0)^2 ≤ C^2_0 ≤ −2 É ~C_0 ≃ P^1. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÒÏÄÁ −2 = 2g( ~C_0) − 2 = (K_X + ~C_0) · ~C_0 < −2. ðÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X_{min} ≃ P^2 ÉÌÉ P^1 × P^1.

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (−1)-ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ. ìÀÂÁÑ (−1)-ËÒÉŒÁÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÉÐÏŒ:

(i) 9 − d ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÒÁÚÄÕÔÉÑ ff;

(ii) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÐÒÑÍÙÈ L_{i;j}, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË P_i;

(iii) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ËÏÎÉË, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÑÔÅÒËÉ ÔÏÞÅË P_i.

äÌÑ K^2_X = 2 É 1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÅÝÅ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ:

(iv) (ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ K^2_X ≤ 2) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ËÕÂÉË, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÍØ ÔÏÞÅË P_i, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ { ÄŒÏÊÎÁÑ;

(v) (ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ K^2_X = 1) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ËŒÁÒÔÉË, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ŒÏÓÅÍØ ÔÏÞÅË P_i, ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ { ÄŒÏÊÎÙÅ;

(vi) (ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ K^2_X = 1) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ËŒÉÎÔÉË, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ŒÏÓÅÍØ ÔÏÞÅË P_i, ÛÅÓÔØ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ { ÄŒÏÊÎÙÅ;

(vii) (ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ K^2_X = 1) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÓÅËÓÔÉË, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ŒÏÓÅÍØ ÔÏÞÅË P_i, ÓÅÍØ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ { ÄŒÏÊÎÙÅ É ÏÄÎÁ { ÔÏÒÊÎÁÑ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÌÅÖÉÔ ÒÏŒÎÏ 6 +^{6·5}_2 + 6 = 27 ÐÒÑÍÙÈ, Á ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÌÅÖÉÔ ÒÏŒÎÏ 8 + 8 · 7 2 + 8 · 7 · 6 3! + 8 · 7 +

8 · 7 · 6 3! + 8 · 7 2 + 8 = 240

(−1)-ËÒÉŒÙÈ.

6. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÕÞËÉ.

17 ÉÀÎÑ 2002

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ É ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ H^1(X; O_X ) = 0 ÄÁÀÔ ÎÁÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÛÅÔÏË Pic(X) ≃ H^2(X; Z). ïÐÉÛÅÍ ÜÔÕ ÒÅÛÅÔËÕ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ èÏÄÖÁ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Pic(X)⊗R ÉÍÅÅÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (1; ȷ−1), ÇÄÅ ȷ := dim Pic(X)⊗R (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ȷ = 10 − d, ÇÄÅ d = K^2_X ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ K_X Œ Pic(X) ⊗ R É ÐÕÓÔØ E := W ∩ Pic(X) { ÒÅÛÅÔËÁ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ ⟨D^′; D^{′′}⟩ := −D^′ · D^{′′} { ÜŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ W . ðÕÓÔØ E_1; : : : ; E_n { ŒÓÅ (−1)-ËÒÉŒÙÅ ÎÁ X.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ⊂ E ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÌÉÎÙ 2. íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÒÎÅÊ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

(i) R { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 0 É ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W . äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÅÊ X ËÁË ÒÁÚÄÕÔÉÑ ȷ − 1 = 9 − d ÔÏÞÅË ÎÁ P^2 Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ: ff : X → P^2. ðÕÓÔØ H^∗ := ff^∗H { ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ P^2 É ÐÕÓÔØ E_1; : : : ; E_{æ−1} { ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ E_1 − E_2, E_2 − E_3,. . . , E_{æ−2} − E_{æ−1} É H^∗ − E_1 − E_2 − E_3 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ R.

(ii) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ∈ R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ fi_v : x → x − (x; v)v ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ R Œ ÓÅÂÑ. üÔÏ ÔÁËÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÁË ËÁË ÜÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ E Œ ÓÅÂÑ É ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

(iii) (x; y) ∈ Z ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ R. üÔÏ ŒÅÒÎÏ ÔÁË ËÁË R ⊂ E ⊂ Pic(X).

éÚ ÔÁÂÌÉÃ Œ ËÎÉÇÅ âÕÒÂÁËÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÉ

K^2_X 1 2 3 4 5 6 7 8 ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ E_8 E_7 E_6 D_5 A_4 A_1 × A_2 { { ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÒÎÅÊ 240 126 72 40 20 8 { { ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ (−1)-ËÒÉŒÙÈ 240 56 27 16 10 6 3 1

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ K_X · x = x^2 = −1 Œ Pic(X) É ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ.

ìÅÍÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ x ∈ Pic(X) { ËÌÁÓÓ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x^2 = K_X · x = −1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ (−1)-ËÒÉŒÁÑ E ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ [E] = x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ L := O_X (x). ôÁË ËÁË ÄÉŒÉÚÏÒ −K_X ÏÂÉÌÅÎ É −K_X · (K_X − x) < 0, ÔÏ |K_X − x| = ∅. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÉÍÅÅÍ

h^0(X; L) ≥ 1 2 (x − K_X ) · x + ffl(O_X ) = 1:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ E ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ [E] = x. ôÁË ËÁË ÄÉŒÉÚÏÒ −K_X ÏÂÉÌÅÎ É −K_X · E = 1, ÔÏ E { ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÒÏÄÁ −2 ≤ 2p_a(E) − 2 = (K_X + E) · E = −2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, E ≃ P^1. åÓÌÉ E^′ { ÄÒÕÇÁÑ ËÒÉŒÁÑ Ó [E^′] = x, ÔÏ E · E^′ = x^2 < 0. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ËÒÉÔÅÒÉÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ëÁÓÔÅÌØÎÕÏŒÏ-üÎÒÉËŒÅÓÁ ÍÙ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ p_g = q = 0 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ:

ðÒÉÍÅÒ 6.2. ðÕÓÔØ Y ⊂ P^3 { ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

x^5_0 + x^5_1 + x^5_2 + x^5_3 = 0

¯_5 { ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ 5, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ Œ P^3 É ÎÁ Y ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

x_k =⇒ "^kx_i; " = exp(2ıi=5); k = 0; 1; 2; 3:

îÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ (1 : 0 : 0 : 0), (0 : 1 : 0 : 0), (0 : 0 : 1 : 0), (0 : 0 : 0 : 1). ïÎÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ Y , ÐÏÜÔÏÍÕ X := Y=¯_5 { ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ f : Y → X { ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ.

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ q(X) = p_g(X) = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ q(X) = dim H^0(X; ˙^1_X ). åÓÌÉ s { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ X, ÔÏ f^∗s { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ Y . ïÄÎÁËÏ h^{1;0}(Y ) = q(Y ) = 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 −→ O_P3(−Y ) −→ O_P3 −→ O_Y −→ 0

É ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Œ ÎÕÌØ H^1(P_3; O_P3) = H^2(P_3; O_P3(−5H)) = 0. äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ! { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ f^∗! { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ¯_5-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ Y . œ ËÁÒÔÅ x_0 ≠ 0 ŒÙÂÅÒÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y_i = x_i=x_0, i = 1; 2; 3. õÒÁŒÎÅÎÉÅ Y ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ g = 1 + y^5_1 + y^5_2 + y^5_3 = 0, Á ÆÏÒÍÁ f^∗! ÄÏÌÖÎÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØÓÑ Œ ŒÉÄÅ f^∗! = h dy_1 ∧ dy_2 5y^4_3 = h dy_1 ∧ dy_3 5y^4_2

= −h dy_2 ∧ dy_3 5y^4_1 : åÓÌÉ ÖÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÒÔÕ x_1 ≠ 0, ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ z_0 = x_0=x_1, z_2 = x_2=x_1, z_3 = x_3=x_1. æÏÒÍÁ f^∗! ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

f^∗! = h(1=z_0; z_2=z_0; z_3=z_0) d(1=z_0) ∧ d(z_2=z_0) 5(z_3=z_0)^4

= h(1=z_0; z_2=z_0; z_3=z_0)z_0 dz_0 ∧ dz_2 5z^4_3 : üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÂÕÄÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ h(y_1; y_2; y_3) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ 1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÁ f^∗! ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p_g(X) = 0.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ s := y^{−7}_3 (dy_1 ∧ dy_2)^2 ÇÏÌÏÍÏÒÆÅÎ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯_5. ôÏÇÄÁ s = f^∗s^′, ÇÄÅ s^′ { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÎÁ X. ðÏÜÔÏÍÕ P_2(X) ≠ 0. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ X ÎÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÕÓÌÏŒÉÑ p_g = q = 0 ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÏÂÝÅÇÏ ÔÉÐÁ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ çÏÄÏ.

üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÕÞËÉ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÏÂÝÅÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |nK_X | ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ’: X → X^′ ⊂ P^N ÎÁ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÓÏÂÕÀ) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. úÄÅÓØ ŒÓÅ ÅÝÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÇÅÏÇÒÁÆÉÉ (Ô.Å. ÏÐÉÓÁÎÉÀ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, K^2_X É ffl_{top}(X)) É ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÄÕÌÅÊ.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÂÝÅÇÏ ÔÉÐÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ. œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÍÕ, ÍÎÏÇÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ≤ 1 ÉÍÅÀÔ ÔÁËÕÀ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ.

ðÒÉÍÅÒ 6.3. îÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ » = 1 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |nK_X | ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n > 0 ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ’X : B ⊂ P^N { ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

íÙ ÕÖÅ ÐÒÉŒÏÄÉÌÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 6.4. ðÕÓÔØ X { (ÎÅÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó a(X) = 1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ÎÁÚÙŒÁ- ÅÍÁÑ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ: ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ f : X → B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

(i) M(X) = f^∗M(B);

(ii) ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ f { ÇÌÁÄËÁÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X P^1. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ûÔÅÊÎÁ: ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ X → P^1 Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ X → B → P^1, ÇÄÅ X → B ÉÍÅÅÔ ÓŒÑÚÎÙÅ ÓÌÏÉ, Á B → P^1 { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ F ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X → B { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÒÏÄÁ ÉÍÅÅÍ

2g(F ) − 2 = (K_X + F ) · F = K_X · F:

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a := K_X · F ≠ 0. ôÏÇÄÁ L := K_X + anF ÐÒÉ n ≫ 0 { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó L^2 = K^2_X + 2a^2n > 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÐÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ) X { ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 6.5. ðÕÓÔØ X { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ » = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → B ÓÏ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ ÎÁ ËÒÉŒÕÀ. ôÏÇÄÁ f { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÒÏÄÁ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÏÑ F ÉÍÅÅÍ

2g(F ) − 2 = (K_X + F ) · F = K_X · F:

ôÁË ËÁË K_X { ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ), ÔÏ g(F ) = 0. ôÁËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ Œ ÓÌÕÞÁÅ » = 0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÑËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ » = 0 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ËÒÉŒÕÀ.

ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ëÏÄÁÉÒÙ

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ { ÓÌÕÞÁÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Ó » = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.6. ðÕÓÔØ X { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó »(X) = 0. ôÏÇÄÁ X { ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ:

ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ üÎÒÉËŒÅÓÁ 2K_X ∼ 0, b_1(X) = 0, a(X) = 2, ffl_{top}(X) = 12;

ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ nK_X ∼ 0, n = 2; 3; 4; 6, b_1(X) = 2, a(X) = 2, ffl_{top}(X) = 0;

ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ëÏÄÁÉÒÙ I K_X ∼ 0, b_1(X) = 3, a(X) = 1, ffl_{top}(X) = 0;

ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ëÏÄÁÉÒÙ II nK_X ∼ 0, n = 2; 3; 4; 6, b_1(X) = 1, a(X) = 1, ffl_{top}(X) = 0;

ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÉÐÁ K3 K_X ∼ 0, b_1(X) = 0, a(X) = 0; 1; 2, ffl_{top}(X) = 24;

ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ K_X ∼ 0, b_1(X) = 4, a(X) = 0; 1; 2, ffl_{top}(X) = 0;

7. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó ˇ = 0

20 ÉÀÎÑ 2002

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.1. ðÕÓÔØ X { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ »(X) = 0. ôÏÇÄÁ nK_X ∼ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n.

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. íÙ ÉÍÅÅÍ |nK_X | ≠ ∅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n. ðÕÓÔØ D = ∑ d_iD_i ∈ |nK_X |.

åÓÌÉ D_i · K_X < 0, ÔÏ D · D_i < 0 É D^2_i < 0. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÒÏÄÁ 2p_a(D_i) − 2 = (K_X + D_i) · D_i ≤ −2. ïÔÓÀÄÁ K_X · D_i = D^2_i = −1 É D_i { (−1)-ËÒÉŒÁÑ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, K_X · D_i ≥ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, K_X · C ≥ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ C. ôÁË ËÁË »(X) = 0, ÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÉÍÅÅÍ D^2_i ≤ 0 É K^2_X ≤ 0. ïÔÓÀÄÁ 0 ≥ K_X · D = ∑ d_iK_X · D_i ≥ 0. ðÏÜÔÏÍÕ K_X · D_i = K_X · D = K^2_X = 0. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ D_i ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:

(i) D^2_i < 0, ÔÏÇÄÁ 2p_a(D_i) − 2 = D^2_i = −2, D_i ≃ P^1;

(ii) D^2_i = 0, ÔÏÇÄÁ 2p_a(D_i) − 2 = D^2_i = 0, p_a(D_i) = 1 É D_i { ÓŒÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Supp(D).

åÓÌÉ q(X) = 0, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ P_n(X) ≥ ffl(O_X ) = 1 + p_g ÐÒÉ n ≥ 2. åÓÌÉ p_g = 1, ÔÏ P_2 ≥ 2. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ðÕÓÔØ p_g = 0. ôÏÇÄÁ P_2 = P_3 = P_4 = 1. ðÕÓÔØ G_{(n)} { (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ) ÄÉŒÉÚÏÒ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ |nK_X | ≠ ∅, n ≥ 2. ôÏÇÄÁ 3G_{(2)} = 2G_{(3)} = G_{(6)}. ðÏÌÏÖÉÍ G = G_{(3)} − G_{(2)}. ôÏÇÄÁ G ∼ K_X , Ô.Å. p_g > 0. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

óÌÕÞÁÊ q(X) > 0 ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÅÎ. úÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ áÌØÂÁÎÅÚÅ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.6.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÉÐÁ K3

ëÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X Ó K_X = 0 É b_1(X) = 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÔÉÐÁ K3 (Kummer-K-ahler-Kodaira). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

h^{1;0} = h^{0;1} = 0; h^{2;0} = h^{0;2} = 1; ffl(O_X ) = 2:

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îÅÔÅÒÁ ffl_{top}(X) = 24; b_2(X) = 22; h^{1;1} = 20:

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ H^2(X; Z) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ H^2(X; Z) ≃ óŒÏÂ. ÞÁÓÔØ H_2(X; Z) ⊕ ëÒÕÞ. H_1(X; Z):

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ n-ËÒÕÞÅÎÉÑ Œ H_1(X; Z). ïÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ı : Y → X ÓÔÅÐÅÎÉ n. ôÏÇÄÁ ffl_{top}(Y ) = nffl_{top}(X) = 24n. ôÁË ËÁË K_Y = ı^∗K_X = 0, ÔÏ p_g(Y ) = 1. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îÅÔÅÒÁ 12(2 − q(Y )) = ffl_{top}(Y ) = 24n ≥ 48:

ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, H^2(X; Z) ≃ Z^{22}.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÂÏÌØÛÅÅ: ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ı_1(X) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÉÐÁ K3 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ. éÚ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2. ìÀÂÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÉÐÁ K3 ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÁ.

äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÏŒ 7.4 ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔØ K3 ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅÆÛÅÃÁ Ï ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ.

üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ

Pic(X) ,→ H^2(X; Z);

ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ: ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÆÛÅÃÁ ÏÂ (1; 1)-ËÌÁÓÓÁÈ

Pic(X) = H^2(X; Z) ∩ H^{1;1}(X) ⊂ H^2(X; C ) ;

ÐÏÜÔÏÍÕ rk Pic(X) ≤ 20. åÓÌÉ C { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÔÏ C^2 = (K_X + C) · C = 2p_a(C) − 2 ÞÅÔÎÏ. ðÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ D^2 ÞÅÔÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÉÅ ÆÁËÔÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÁÔØ ÒÅÛÅÔËÕ H^2(X; Z).

ôÅÏÒÅÍÁ 7.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ ôÏÍÁ-èÉÒÃÅÂÒÕÈÁ ≠ ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÄÖÁ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ). ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b^+(X) É b^−(X) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓÙ ÉÎÅÒÃÉÉ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ H^2(X; R) (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, b^+(X)+b^−(X) = b_2(X)). ôÏÇÄÁ b^+(X) − b^−(X) = 1 3 (!^2_X − 2ffl_{top}(X)): (6) ïÔÓÀÄÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ Ó ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ (3; 19). æÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ) É ÞÅÔÎÁ: x^2 ÞÅÔÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H^2(X; Z). üÔÏ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÞÅÔÎÏ- ÓÔÉ ÒÅÛÅÔËÉ Pic(X) Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ x^2 ≡ x · w_2 mod 2, w_2 { ŒÔÏÒÏÊ ËÌÁÓÓ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ, Á w_2 ≡ c_1 mod 2. éÚ ÔÅÏÒÉÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÔÏË ÔÏÇÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ H^2(X; Z) ≃ 3U_2 ⊕ 2E_8;

ÇÄÅ U_2 { ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ( 0 1 1 0 ) , Á E_8 { ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ ÔÉÐÁ E_8.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÅ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ- ÍÉ ÒÅÛÅÔËÁÍÉ H^2(X; Z) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ. éÚ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K3 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ K3 ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÜÔÏ { ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ðÒÉÍÅÒ 7.4. ðÕÓÔØ X = X_4 ⊂ P^3 { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 4. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ K_X = 0. éÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 −→ O_P3(−4) −→ O_P3 −→ O_X −→ 0:

îÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ q(X) = 0. ðÏ ÔÅÏÒÉÉ èÏÄÖÁ b_1(X) = h^{1;0} + h^{0;1} = 2q(X) = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, X { K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÌÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ X_{2·3} ⊂ P^4 É X_{2·2·2} ⊂ P^5 ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. æÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÐÏÌÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 7.5. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ f : X → P^2 Ó ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ B ⊂ P^2 ÓÔÅÐÅÎÉ 6. ôÏÇÄÁ

K_X = f^∗K_P2 + R = f^∗ ( K_P2 + 1 2 B ) = 0:

äÁÌÅÅ

ffl_{top}(X) = 2ffl_{top}(P^2 \ B) + ffl_{top}(B) = 6 − ffl_{top}(B) = 6 − 2 + 2g(B) = 4 + (6 − 1)(6 − 2) = 24:

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îÅÔÅÒÁ

12ffl(O_X ) = K^2_X + ffl_{top}(X) = 24; ffl(O_X ) = 1 − q(X) + p_g(X) = 2; q(X) = 0:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X { K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ f : X → F_n Ó ŒÅÔŒÌÅÎÉÅÍ Œ (ÇÌÁÄËÏÍ) ÄÉŒÉÚÏÒÅ B ∈ | − 2K_{Fn} |. ëÁË É ŒÙÛÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ K_X = 0, g(B) = 9, ffl_{top}(X) = 24, q(X) = 0, Ô.Å. X { K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÉÎÅÊÞÁÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F_n ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ C_0 · B = −2C_0 · K_X = −2(2g(C_0) − 2 − C^2_0 ) = 4 − 2n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÅÞÅÎÉÅ C_0 { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ B ÐÒÉ n > 2. ôÏÇÄÁ (B − C_0) · C_0 = 4 − n. ðÒÉ n > 4 ËÒÉŒÁÑ C_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ B, Á ÐÒÉ n = 3 ÄÉŒÉÚÏÒ B ÉÍÅÅÔ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÅÏÓÏÂÏÓÔÉ X. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, n ≤ 2 ÉÌÉ n = 4.

ðÒÉÍÅÒ 7.6 (ËÕÍÍÅÒÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ). ðÕÓÔØ Y { ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ É ÐÕÓÔØ fi : Y → Y { ÉÎ- ŒÏÌÀÃÉÑ fi(y) = −y. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ V := Y=fi É ÐÕÓÔØ ı : Y → V { ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ: ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ fi ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ 16 ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË P_1; : : : ; P_{16} ∈ Y É ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ Q_i := ı(P_i) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ V . þÔÏÂÙ ÉÚÕÞÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÜÔÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ŒŒÅÄÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ z_1; z_2, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÔÏÒÁ, ÎÁ Y ŒÂÌÉÚÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, P_1 = 0 (ŒÓÅ ÔÏÞËÉ P_i ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÎÙ). äÅÊÓÔŒÉÅ fi ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z_1 → −z_1, z_2 → −z_2. çÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Q_i ÎÁ V ÂÕÄÕÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X. üÔÏ ËÏÌØÃÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ v_1 = z^2_1 , v_2 = z^2 , v_3 = z_1z_2. íÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ v_1v_2 = v^2_3 . üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ Q_i ∈ V { ÄÀŒÁÌÅŒÓËÉÅ ÔÉÐÁ

A_1 (Ô.Å. ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÞËÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ v_1v_2 = v^2_3 ). ìÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ (Ô.Å. ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ ÒÁÚÄÕÔÉÑ). ðÒÉÞÅÍ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ (−2)-ËÒÉŒÙÍÉ. ðÕÓÔØ ‹ : X → V { ÜÔÏ ÒÁÚÄÕÔÉÅ. õÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ X { K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X. ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Y É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ~Y^’−−−−→ X œ ffi Y^ß−−−−→ V ÇÄÅ ff : ~Y → Y { ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞÅË P_1; : : : ; P_{16}, Á ’: Y → X { ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ fi (ÔÁË ËÁË ÍÙ ÒÁÚÄÕŒÁÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ fi ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁ Y ). ìÏËÁÌØÎÏ, ŒÂÌÉÚÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ~Y ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ z_1w_2 = z_2w_1 Œ Y × P^1. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ fi ÎÁ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÁÈ E_i ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ Q ∈ E_i ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ fi ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ x_1 → x_1, x_2 → −x_2. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØÃÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x_1 É x^2, ËÏÔÏÒÙÅ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X = ~Y =fi { ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ.

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ K_X = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÔÏÒÅ Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ fi-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÂÅÚ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ 2-ÆÏÒÍÕ ÎÁ V \ Sing(V ) É ÎÁ X \ ∑ ’(E_i). ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ èÁÒÔÏÇÓÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ X É ÓÎÏŒÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉ ÎÕÌÅÊ, ÎÉ ÐÏÌÀÓÏŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, K_X = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ X ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ fi- ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ÎÁ Y \ {P_1; : : : ; P_{16}}. ïÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Y , ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ: K_Ỹ = ff^∗K_Y + ∑ E_i = ’^∗K_X + ∑ E_i:

ïÔÓÀÄÁ K_X = 0. äÁÌÅÅ

ffl_{top}(X) = 1 2 ( ffl_{top} ( ~Y \ ∑ E_i )) + ∑ ffl_{top}(E_i) = 1 2 ffl_{top} ( Y − ∑ P_i ) + 32 = 24:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X { K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÍÍÅÒÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅ- ÒÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X { Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ fi-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÞÔÏ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Y . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÕÍÍÅÒÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó a(X) = 0; 1; 2, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ.

ðÒÉÍÅÒ 7.7. ðÕÓÔØ G := Gr(k; n) { ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÉÊ ÁÆÆÉÎÎÙÅ k-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ C^n . ôÏÇÄÁ −K_G = nH, ÇÄÅ H { ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÉ ÐÌÀËËÅÒÏŒÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÛÉÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ), ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ X = G ∩ P^6 ∩ Q ÐÌÀËËÅÒÏŒÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Gr(2; 5) ⊂ P(∧^2C^5 ) = P^9 ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3 É ËŒÁÄÒÉËÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÅÞÅÎÉÅ X = G ∩ P^6 ∩ Q ÐÌÀËËÅÒÏŒÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Gr(2; 6) ⊂ P(∧^2C^6 ) = P^{14} ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 6 ÑŒÌÑÅÔÓÑ K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.8. ðÕÓÔØ X { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ K3. ôÏÇÄÁ

H^0(X; T_X ) = H^2(X; T_X ) = 0; dim H^1(X; T_X ) = 20:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ 20-ÍÅÒÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË O_X ≃ ∧^2˙_X , ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ T_X ≃ ˙^1_X .

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÁÛÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ËÁË ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ X.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËŒÁÒÔÉËÉ Œ P^3 ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

(4 + 3)! 4! · 3!

− 1 − (4^2 − 1) = 19:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÅÌÁÎÙ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ: ÐÏÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K3 ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ 19-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.9. ðÕÓÔØ C { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÏÄÁ g = p_a(C) ÎÁ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÊ K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X. ôÏÇÄÁ

2g − 2 = C^2; dim |C| ≥ g:

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

(i) ÅÓÌÉ C^2 < 0, ÔÏ C { (−2)-ËÒÉŒÁÑ, Ô.Å. C ≃ P^1 É C^2 = −2;

(ii) ÅÓÌÉ C^2 = 0, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |C| ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÜÌÌÉ- ÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ X → P^1;

(iii) ÅÓÌÉ C^2 > 0, ÔÏ dim |C| = g É ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |C| ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ’: X → P^g. ïÂÒÁÚ ’(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ. åÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ E ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÕ, ÔÏ E { (−2)-ËÒÉŒÁÑ (ÍÏÖÅÔ ÓÔÑÇÉŒÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ËÒÉŒÙÈ). œÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÐÏÄÓÌÕÞÁÑ:

Á) íÏÒÆÉÚÍ X → ’(X) ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ É deg ’(X) = 2g−2. ôÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ’(X)∩P^{g−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ g ≥ 3. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ’(X) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÌÉÛØ \ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÉÅ" (ÄÀŒÁÌÅŒÓËÉÅ) ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.

Â) íÏÒÆÉÚÍ X → ’(X) Œ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 2 É deg ’(X) = g − 1. ôÏÇÄÁ ÏÂ- ÝÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ C { ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ. œ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ûÔÅÊÎÁ X → X_0 → ’(X) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X_0 ÔÁËÖÅ ÎÅÏÓÏÂÁ ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ ÄÀŒÁÌÅŒÓËÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, Á ’(X) = P^2, F_n ÉÌÉ ’(X) { ËÏÎÕÓ ÎÁÄ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ `_n ⊂ P^n. œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ n ∈ {0; 1; 2; 3; 4} (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 7.5).

ðÒÉÍÅÒ 7.10. ðÕÓÔØ X = X_4 ⊂ P^3 { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 4, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÐÒÑÍÕÀ L. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ˝_t, t ∈ P^1, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ L. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ˝_t ÉÍÅÅÍ ˝_t ∩ X = L + C_t, ÇÄÅ C_t { ÐÌÏÓËÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ. ëÒÉŒÙÅ C_t ÚÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÕÞÏË ÎÁ K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X, Á ÐÒÑÍÁÑ L ÑŒÌÑÅÔÓÑ (−2)-ËÒÉŒÏÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ËŒÁÒÔÉËÉ ÉÍÅÅÍ Pic(X) ≃ Z · H. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ üÎÒÉËŒÅÓÁ

ëÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X Ó 2K_X = 0, K_X ≁ 0 É q(X) = 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ üÎÒÉËŒÅÓÁ.

üÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÁÀÔ ÎÁÍ K^2_X = 0, p_g = 0, ffl(O_X ) = 0 É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îÅÔÅÒÁ ffl_{top}(X) = 12. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, b_1(X) = 2q(X) = 0 É b_2(X) = 10. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ Pic(X) ≃ H^2(X; Z). ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ

H^2(X; Z) ≃ óŒÏÂ. ÞÁÓÔØ H_2(X; Z) ⊕ ëÒÕÞ. H_1(X; Z):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ K_X ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ 2-ËÒÕÞÅÎÉÑ Œ H_1(X; Z) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ı : Y → X. äÌÑ Y ÉÍÅÅÍ K_Y = 0 É ffl_{top}(Y ) = 2ffl_{top}(X) = 24. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Y { K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.11. ëÁÖÄÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ üÎÒÉËŒÅÓÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ ÐÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÊ ÂÅÚ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË. ïÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔÏÒ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ üÎÒÉËŒÅÓÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.12. ðÕÓÔØ X { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ üÎÒÉËŒÅÓÁ. ôÏÇÄÁ

(i) ı_1(X) ≃ Z_2;

(ii) ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÁÑ X { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÉÐÁ K3; (iii) Pic(X) ≃ H^2(X; Z) ≃ Z^{10} ⊕ Z_2.

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ K3 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÔËÁ H^2(X; Z)=ëÒÕÞ. ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ E_8 ⊕ U. ðÒÉÍÅÒ 7.13. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Y = Y_{2·2·2} ⊂ P^5: f_1(x_0; x_1; x_2) + g_1(x_3; x_4; x_5) = 0 f_2(x_0; x_1; x_2) + g_2(x_3; x_4; x_5) = 0 f_3(x_0; x_1; x_2) + g_3(x_3; x_4; x_5) = 0 äÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ f_i, g_i Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÔÉÐÁ K3. úÁÄÁÄÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ fi : (x_0 : x_1 : x_2 : x_3 : x_4 : x_5) −→ (−x_0 : −x_1 : −x_2 : x_3 : x_4 : x_5):

åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_1 = f_2 = f_3 = 0 É g_1 = g_2 = g_3 = 0 ÎÅ ÉÍÅÌÉ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ fi ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ Y É X := Y=fi { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ üÎÒÉËŒÅÓÁ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.14. ðÕÓÔØ X { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ üÎÒÉËŒÅÓÁ. ôÏÇÄÁ H^0(X; T_X ) = H^2(X; T_X ) = 0; dim H^1(X; T_X ) = 10:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ üÎÒÉËŒÅÓÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ 10-ÍÅÒÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ı : Y → X { ÆÁËÔÏÒ ÆÁËÔÏÒÏÍ K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ. ôÁË ËÁË Y ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ X: H^0(X; T_X ) = 0. äÁÌÅÅ K_X ⊗T^∨_X = K^∨_X ⊗˙^1_X = T_X . ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ dim H^2(X; T_X ) = dim H^0(X; T_X ) = 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ 7.13: ÔÁËÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ 10-ÍÅÒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ üÎÒÉËŒÅÓÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 7.13.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ Œ ÐÏÌØÚÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.15. ìÀÂÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ üÎÒÉËŒÅÓÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË Pic(X) ≃ H^2(X; Z), ÔÏ ÐÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ H^2(X; Z) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x^2 > 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ ôÏÍÁ-èÉÒÃÅÂÒÕÈÁ 7.3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ üÎÒÉËŒÅÓÁ.

ðÒÉÍÅÒ 7.16. ðÕÓÔØ Q = P^1 × P^1 É ÐÕÓÔØ B ∈ | − 2K_Q| { ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (4; 4). ëÁË É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 7.5 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ f : Y → Q Ó ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ B. ôÏÇÄÁ Y { K3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ fi ÎÁ Q ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ fi : (x; y) −→ (−x; −y);

ÇÄÅ x; y { ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ P^1. åÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ B ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ 4 ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ fi ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁ Y É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÔÁÍ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË. æÁËÔÏÒ X := Y=fi ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ üÎÒÉËŒÅÓÁ.

ðÒÏÏÂÒÁÚÙ ÐÕÞËÏŒ ÐÒÑÍÙÈ f^1(L_x) É f^{−1}(L^′_y) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÕÞËÁÍÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ Y (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ çÕÒŒÉÃÁ ÔÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^1(L_x) → L_x ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÙ Œ 4 ÔÏÞËÁÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ L_x ∩ B). ïÂÁ ÐÕÞËÁ ÓÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÄÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ X.

ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ. ëÒÉŒÁÑ B ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ

H^0(Q; O_Q(4; 4)) ≃ H^0(P^1; O_P1(4)) ⊗ H^0(P^1; O_P1(4)) = (S^4C^2 ) ⊗ (S^4C^2 ) ≃ C^{25} :

ðÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ P^1 × P^1 ÉÍÅÅÔÓÑ 25 − 4 · 4 + 1 = 10- ÍÅÒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ X. üÔÏ ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: ÏÂÝÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ üÎÒÉËŒÅÓÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 7.16.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.17. ìÀÂÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ üÎÒÉËŒÅÓÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ P^1. ïÂÝÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ üÎÒÉËŒÅÓÁ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÔÁËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ.

ðÒÉ ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 7.16 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ P^1 × P^1 ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ Œ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÙÊ ËÏÎÕÓ, Á ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÕÞËÉ \ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ".

âÉÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ E É C { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ É G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÄŒÉÇÏŒ ÎÁ E, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ C ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÄŒÉÇÁÍÉ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÉÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ { ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ (C × E)=G. ðÏÌÏÖÉÍ X = (C × E)=G É B = E=G. ôÏÇÄÁ X ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ B ÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ C. éÍÅÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ C = C =~ É G:

~ G ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ C 1 ÌÀÂÁÑ Z_2 x → −x 2 ÌÀÂÁÑ Z_2 ⊕ Z_2 x → −x, x → x + a_0, 2a_0 = 0 3 Z ⊕ Z! Z_3 x → !x 4 Z ⊕ Z! Z_3 ⊕ Z_3 x → !x, x → x + a_0, !a_0 = a_0 5 Z ⊕ Z √ −1 Z_4 x → √ −1x 6 Z ⊕ Z √ −1 Z_4 ⊕ Z_2 x → √ −1x, x → x + a_0, √ −1a_0 = a_0 7 Z ⊕ Z! Z_6 x → −!x

äÌÑ ÔÁËÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÍÙ ÉÍÅÅÍ p_g(X) = 0, q(X) = 0, h^{1;1} = 2 É nK_X ∼ 0 ÄÌÑ n ∈ {2; 3; 4; 6}. ôÁËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ.

ïÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ f : X → B ÎÁÄ ÂÁÚÏÊ-ËÒÉŒÏÊ B Ó ÔÉÐÉÞÎÙÍ ÓÌÏÅÍ { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ C. ðÕÓÔØ B = ∪U_ff { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f^{−1}U_ff ≃ U_ff ×C. ôÏÇÄÁ ÎÁ U_ff ∩ U_fi ŒÏÚÎÉËÁÀÔ \ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ" { ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ g_{fffi} : C → C, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ b ∈ U_{fffi} É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

g_{fffi} ∘ g_{fiff} = 1; g_{fffi} ∘ g_{fifl} ∘ g_{flff} = 1: (7)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A_B (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ C_B) ÐÕÞÏË ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ B Œ Aut(C) (ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ C ⊂ Aut(C)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ f, ÐÏËÒÙÔÉÅ B = ∪U_ff É ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ’_ff : f^{−1}U_ff → U_ff × C ÚÁÄÁÀÔ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_{fffi} ∈ A_B (U_ff ∩ U_fi). ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ g_{fffi} ∈ A_B (U_ff ∩U_fi) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓËÌÅÅË ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ B Ó ÔÉÐÉÞÎÙÍ ÓÌÏÅÍ { C.

åÓÌÉ ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÒÕÇÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ’^′_ff, ÔÏ ’^′_ff = h_ff’_ff ÄÌÑ h_ff ∈ A_B(U_ff). ôÏÇÄÁ ÎÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏ ÓÔÁÒÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

g^′_{fffi} = h_ffg_{fffi} h^{−1}_fi : (8) óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (7) É (8) ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÐÕÞËÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ þÅÈÁ H^1(X; A_B ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ A_B { ÐÕÞÏË ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉ- ÑÈ H^1(X; A_B ) ÎÅÌØÚÑ ŒŒÅÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Œ H^1(X; A_B ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ { ÏÂÒÁÚ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ËÏÃÉËÌÏŒ. üÔÏ ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 −→ C −→ Aut(C) −→ ` −→ 0;

ÇÄÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÄŒÉÇÁÍÉ, Á ` ≃ Z_n { ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ

n = 4 ÅÓÌÉ C ≃ C =(Z ⊕ Z √ −1) n = 6 ÅÓÌÉ C ≃ C =(Z ⊕ !Z), !^6 = 1 n = 2 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ H^1(B; C_B ) −→ H^1(B; A_B ) −→ H^1(B; `):

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ H^1(B; C_B ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ 0 −→ ~ −→ C −→ C −→ 0; ~ ≃ Z ⊕ Z: ïÔËÕÄÁ H^1(B; ~) −→ H^1(B; O_B ) −→ H^1(B; C_B )^c−→ H^2(B; ~) −→ 0;

ÇÄÅ H^2(B; ~) ≃ ~.

ðÒÉÍÅÒ 7.18. ðÕÓÔØ B = P^1. ôÏÇÄÁ H^1(B; Z_n) = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÃÉËÌ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÃÉËÌÁ ∈ H^1(B; C_B). åÓÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ f : X → B ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÔÏ X { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ èÏÐÆÁ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 5.13).

ðÒÉÍÅÒ 7.19. ðÕÓÔØ X = C^2 =~ { ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ É ÐÕÓÔØ C ⊂ X { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ. çÒÕÐÐÏŒÏÊ ÚÁËÏÎ ÎÁ X ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÇÄÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÉŒÙÈ C_t É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ f : X → B = X=C. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÄŒÉÇÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ f { ÇÌÁŒÎÏÅ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ (ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ∈ H^1(B; C_B )). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, c() = 0.

ðÒÉÍÅÒ 7.20. âÉÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ ËÒÉŒÙÅ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÃÉËÌ ∈ H^1(B; A_B ) ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ H^1(B; C_B ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.21. œŒÅÄÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÉÓÁÔØ É ŒÓÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ P^1- ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÒÉŒÏÊ B (= ÌÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÆÉ- ÃÉÒÕÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ PGL_2. ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐ

0 −→ C^∗ −→ GL_2 −→ P GL_2 −→ 0

ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ

0 −→ O^∗_B −→ GL_2 −→ PGL_2 −→ 0:

É ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

H^1(B; O^∗_B ) −→ H^1(B; GL_2) −→ H^1(B; PGL_2) −→ H^2(B; O^∗_B ):

ôÁË ËÁË B { ËÒÉŒÁÑ, ÔÏ ÉÚ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

H^2(B; O^∗_B ) = 0 ;

Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^1(B; GL_2) → H^1(B; PGL_2) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ H^1(B; GL_2) ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ B. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ P^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ- ŒÉÚÁÃÉÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 2.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ëÏÄÁÉÒÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ f : X → B, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ∈ H^1(B; C_B ) Ó c() ≠ 0. äÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÉÍÅÅÍ ffl_{top}(X) = ffl_{top}(B)ffl_{top}(C) = 0. ïÔÓÀÄÁ 0 = 2 − 2b_1(X) + b_2(X). äÁÌÅÅ b_1(X) = 3; b_2(X) = 4; q(X) = 2; K_X = 0:

ôÁËÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ëÏÄÁÉÒÙ ÔÉÐÁ I.

éÎÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ëÏÄÁÉÒÙ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ, ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. æÁËÔÏÒÙ ÐÏ ÔÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ëÏÄÁÉÒÙ ÔÉÐÁ II. äÌÑ ÎÉÈ nK_X ∼ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n = 2; 3; 4; 6,

b_1(X) = 1; b_2(X) = 0; a(X) = 1; q(X) = 1; p_g(X) = 0:

œÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÏÅËÔÉŒÎÙ.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÔÏÒÙ

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÔÏÒÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ. ïÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ V = C^n ÐÏ ÐÏÌÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ~ ⊂ V , ~ ≃ Z^{2n} (ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ). óÄŒÉÇ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ ˙^p_X ≃ ∧^pV^∨;

ÇÄÅ V^∨ = T^∨_X { ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

H^0(X; ˙^p_X ) ≃ ∧^pV^∨;

ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ p-ÆÏÒÍÙ ÎÁ X { Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ p-ÆÏÒÍÙ. ïÔÓÀÄÁ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ H^q(X; ˙^p_X ) ≃ H^q(X; O_X ) ⊗ ∧^pV^∨ ≃ ∧^qV ⊗ ∧^pV :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ ËÜÌÅÒÏŒ: Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ (1; 1)-ÆÏÒÍÕ ! = i 2 ∑ j dz_j ∧ dz_j ∈ V^∨ ⊗ V^∨:

õÓÌÏŒÉÑ òÉÍÁÎÁ

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ X ÂÙÌÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ X ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ (1; 1)-ÆÏÒÍÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. œ ÎÁÛÅÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÔÏÒÏŒ.

ðÕÓÔØ z_1; : : : ; z_n { ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ V É ÐÕÓÔØ x_1; : : : ; x_{2n} { ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÅÛÅÔËÅ ~. úÁÐÉÛÅÍ

x_k = ∑ j ı_{k;j}z_j + ∑ j ı_{k;j}z_j :

É ŒŒÅÄÅÍ 2n × n-ÍÁÔÒÉÃÕ ˝ := (ı_{k;j}). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ~˝ := ( ˝ ˝ ) { ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ z_j , z_j

Ë ÂÁÚÉÓÕ x_k. œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Q ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

˝^tQ˝ = 0; −i˝^tQ˝ > 0: